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1. FEJEZET
Bemelegito feladatok

1.1. Egy sportboltban négyfajta szinti futballmez, hiaromfajta szini nadrig és kétfajta 1ab-
szarvédo kaphaté. Hanyféle szerelést lehet ebbdl 6sszedllitani?

1.2. (M) Hényféleképpen juthatunk A-bél B-be (lasd az 1. dbrat!), ha mindig kozelitiink B-

hez?
A —

1.2.1. 4bra.

1.3. Egy dobozban négy szamkartya van, rajtuk egy-egy szam, nevezetesen az 1, a 2, a 3 és a
4. Kihtizunk egy kartyat és felirjuk a rajta lathaté szamot. Ezutan

a) visszatessziik b) nem tessziik vissza

a kihtzott kartyat a tobbi kdzé és tijra hizunk. Az ezen lathatd szamot az elés mellé jobbra
irjuk. Hanyféle kétjegyl szamot kaphatunk igy?

1.4. Aladéar, Béla, Csaba és Dévid futéversenyen mérte 6ssze gyorsasagat. Versenyiiknek héanyféle
végeredménye (a négy versenyzének hényféle sorrendje) lehetséges, ha

a) nincs holtverseny ?

b) Aladér és Béla holtversenyben végzett, de més holtverseny nem volt?

c) ketten holtversenyben végeztek, de mas holtverseny nem volt?

d) Aladar lett a harmadik (itt és a tovdbbiakban feltessziik, hogy holtverseny nem volt)?

e) Aladar gyorsabb volt, mint Béla?

f) Aladar kozvetlenil Béla el6tt ért célba?

g) Aladéar megel6zte Bélat, Csaba pedig Davidot ?

1.5. Egy hattagi tarsasagban az ismerdsok kezet fogtak egymassal.
a) Legfeljebb hany kézfogas tortént ?
b) Legfeljebb hény kézfogés tortént, ha mindenki paros sok emberrel fogott kezet ?

1.6. Egy virdgboltban szegfiit, rézsat és gerberat arulnak. Négy szal virdgbdl allé csokrot
akarunk vasarolni. Két csokrot akkor tekintiink egyformanak, ha mindharomféle virdgbh4l ugyanan-
nyi szal van benne.

Héany kiilonb6z6 csokroz lehet kéttetni? (Nem kell midharom fajta virdgnak benne lennie a
csokorban.)

1.7. Leirtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6] 122-ig. Hany szamjegyet irtunk le? Melyik szamje-
gyet irtuk le a legtobbszor, melyiket a legkevesebbszer ?

1.8. Egy pozitiv egész azamroél tudjuk, hogy
e oszthato 8-cal;
e szamjegyeinek Osszege 7;
e szamjegyeinek szorzata 6.
Mi lehet ez a szam? Hany lehetOség van?



1 fejezet. Bemelegit6 feladatok

1.9. Egy tarsasdgban volt 5 férfi és 6 né. A férfiak egymassal kezet fogtak, a holgyek egymasnak
»Szervusz dragam”-ot koszontek. A férfiak a holgyeknek kezet csékoltak. Hany kézfogas, kézcsok
és ,Szervusz dragam” koszontés volt ?

1.10. a) Hany természetes szam van 155 és 2005 kozott (a hatdrokat nem beleértve)?
Ezek kozott hany
b) pératlan szam van? c¢) harommal oszthaté szdm van?

1.11. a) Hany pontosan négyjegyli természetes szam van?
b) Ezek koziil hany oszthatd 7-tel?

1.12. Hatéarozzuk meg a
a) négyjegyi b) legfeljebb négyjegyti

paros természetes szadmok szamét!

1.13. Hany olyan
a) négyjegyt b) legfeljebb négyjegyti

természetes szam van, amelyben nincs 9-es szamjegy ?

1.14. Hany olyan
a) négyjegyt b) legfeljebb négyjegyti

természetes szam van, amelyben van 9-es szamjegy 7

1.15. Andrés és Andrea, illetve Béla és Bella hazastarsak. Hanyféle sorrendben iilhetnek egy
padon, ha

a) barki barki mellett tilhet?

b) felvaltva tilhetnek férfiak és nék?

c) a hazastdrsak egymds mellett iilnek?

d) a hézastarsak nem iilhetnek egymds mellett ?

1.16. Egy dobozba betesziink két piros és két kék golyét, majd sorban kihtizzuk mind a négyet.
A kihazésnal héanyféle szinsorozat lehetséges?

1.17. [17] Egy 3x3-as tdblazat minden négyzetét pirosra, kékre vagy zoldre szinezzik. Hanyfélekép-
pen tehetjiik ezt meg, ha azt akarjuk, hogy minden sorban és minden oszlopban mindharom szin
eléforduljon!

1.18. Egy konyv els6 szamozott oldala a 3. oldal, utdna mar minden oldal szdmozva van. Mi
az utolso oldalon lathaté szam, ha Osszesen 539 szamjegyet hasznaltak fel az oldalak sorsza-
mozasara !

1.19. [14] Egy iskolai 6sszejovetelen megkérdeztiik a gyerekeket, kinek hany osztalytarsa van
ott. A résztvevék mindegyike vélaszolt. Oten mondték azt, hogy 4 osztalytarsuk van ott, nyolcan,
hogy 3, harman, hogy 2, négyen, hogy 1. Minden egyereknek ott volt az osztalyfonoke, mas tanar
viszont nem volt jelen. Hany gyerek és hany tanar vett részt az Gsszejovetelen?

1.20. [17] Egy szigeten jartunk, ahol lovagok és 16kot6k élnek. A lovagok mindig igazat mon-
danak, a 16k6tok mindig hazudnak.

Egy fa arnyékaban két bennsziilott pihent. Megkérdeztiik az egyiket:

- On lovag vagy 16kot6?

A: - ... Valaszat sajnos nem értettiik, igy megkérdeztiik a masikat, hogy mit mondhatott a
tarsa.



1 fejezet. Bemelegits feladatok

B: - A azt mondta, hogy 6 16koté.
Mi lehet A illetve B?

1.21. [17] Lovagok és 16k6ték szigete. (Lasd az 1.20. feladatot!) A szigetnek 100 lakosa és
harom felekezete van: a Napimddok, a Holdimddok és a Foldimddok. Minden lakos pontosan
egy felekezethez tartozik. Egy felmérés alkalmaval minden lakosnak meg kellett valaszolnia
a kovetkez6 harom kérdés mindegyikét: ,,Te Napimado vagy?”, ,Te Holdimadd vagy?”, ,Te
Foldimado vagy 7. Az elsé kérdésre 60, a masodikra 40, a harmadikra 30 ,igen” valasz érkezett.
Hany lovag és hany 10k6to6 €l a szigeten?

1.22. (M) [17] Lovagok és 16kot6k szigete Most tizenhdrom szigetlakéval talalkoztunk és megkérdeztiik
tolilk, hogy hany lovag van koztiik. Egyikiik, A, egy kicsit hadart, igy vlaszat nem értettik, a
tobbi valaszt viszont lejegyeztiik: 3, 2, 4, 2, 5,5, 8, 2,3, 7, 4, 5.

Megéllapithato-e ebbél, hogy A lovag vagy 16koté?

1.23. A bergengéc focibajnoksdgban, a BL.-ben 8 csapat vesz részt. A hétvégi forduléban négy
mérkozésre keriil sor. A TOTO-n ennek a négy mérkézésnek az eredményére lehet tippelni. Aldbb
lathato a kovetkez6 heti szelvény.

Sorszagu sarkanyok — Nokedli FC
Hasas — Bergigasz

Pancser TK — Goélgyar FC
Bumberg — Cselezi

a) Hényféleképpen tolthetd ki a szelvény (az tires oszlop), ha minden mérkozésre 1-essel (az
els6 csapat nyer) vagy 2-essel (a masodik nyer) vagy X-szel (dontetlen) tippelhetiink ?
b) Hany olyan kitoltés lehetséges, amelyben nincs X-es tipp?

1.24. Adott 6t pont a sikon. Ha mindegyiket mindegyikkel 6sszekotjuk, akkor
a) legfeljebb hany egyenest kaphatunk?
b) kaphatunk-e éppen 8 kiilonb6z6 egyenest ?
c) kaphatunk-e éppen 9 kiilénb6z6 egyenest ?

1.25. Adott 6t kiilonb6z6 egyenes a sikon.
a) Legfeljebb hdny metszéspontjuk lehet ?
b) Lehet-e épp 8 metszéspontjuk?

c) Lehet-e épp 9 metszéspontjuk?

1.26. a) Hany 4tloja van egy szabdlyos nyolcszognek ?
b) Es egy nem szabdalyosnak?

1.27. Egy osztaly 6t tanuldja — Aladar, Béla, Cili, Déra és Erika — adott be palyamunkat a ,,Ki
tud tébbet Bergengdciardl?” vetélkedon. A birald bizottsag

a) egy 1. és egy II. dijat, a tobbieknek pedig egy-egy oklevelet itélt meg.

b) két I. dijat, a tobbieknek pedig egy-egy oklevelet itélt meg.

Hanyféleképpen kaphattak a didkok az elismeréseket?

1.28. Harom 1-esbdl és két 2-esbdl hany 6tjegyli szam képezhetd?



1 fejezet. Bemelegit6 feladatok

1.29. A kényvtarban az aldbbi 6t konyv tetszett meg nekem: ,Grant kapitany gyermekei”,
»Szamokrol és alakzatokrol”, ,Ugu”, ;2000 feladat az elemi matematika korébél”, , Kiberiada”.
A konyvtarbdl egyszerre

a)l b) 2 c)3 d) 4

konyvet lehet kivenni. Hanyféleképpen valaszthatom ki a kikdlecsénzend6 konyveket a fenti
O6tbol?

1.30. Hany olyan 10 ezernél nagyobb, de 12 ezernél kisebb természetes szam van, amelynek
szamjegyeit sorban olvasva ugyanazt kapjuk, akar a legnagyobb helyiértéknél kezdjiik, akéar a
legkisebbnél?

1.31. (M) Egy fiizet oldalainak megszamozasihoz 55 szamjegyre van sziikség. Hény lapja van
a fiizetnek, ha a szdmozas az elsé oldalon kezdédik?

1.32. Néhany labdartgocsapat egyfordulds kérmérkézést vivott egyméssal. Hany csapat jat-
szott, ha Osszesen 28 mérkézésre keriilt sor?

1.33. (M) Egy sportboltban négyféle szinii (piros, kék, zold, fehér) futballmez, hdromféle (zold,
lila, kék) nadrég és kétféle (fekete, fehér) ldbszarvédé kaphatéd. Készitsiink algoritmust, ami

a) megad egy véletlenszeriien Osszedllitott felszerelést;

b) kilistazza az Gsszes lehetséges felszerelés kombinacit!

1.34. (M) Készitsiink algoritmust, ami el6éllitja n! értékét!



2. FEJEZET
Leszamlalasi feladatok

2.1. (M) Aladar, Béla, Dezsé és Rezs§ moziba mennek. Hanyféleképpen iilhetnek le egymaés
mellé?

2.2. (M) Az 1, 2, 3 szamokbdl hany 3 jegyli szam készithets, amelynek jegyei kiillonbozéek ?

2.3. (M) Hanyféle lehet annak a futéversenynek a befutdsi sorrendje, amelynek résztvevoi
Szellélabu Szilard, Gyors Ottd, Poroszka Pista és Fiirge Ubul?

2.4. (M) Hanyféle lehet a futéversenynek a befutdsi sorrendje, amelynek résztvevéi Szellglabu
Szilard, Gyors Ott6, Poroszka Pista és Fiirge Ubul, ha tudjuk, hogy Ubul lett az els6?

2.5. (M) Hanyféleképpen tilhet fel egy négy székes korhintara Tercsi, Fercsi, Kata és Klara?
2.6. (M) A 4,4, 5,5, 6 szamjegyekbdl hany 45-tel kezd6d6 5 jegyli szam készithet6?

2.7. (M) A fagyisndl csoki, citrom, vanilia és eper fagyi kaphaté. Hanyféleképpen tehetiink egy
tolcsérbe sorban egymaés utan 3 kiillonb6z6 gombdcot ? Es négyet ?

2.8. (M) Hatféle szinli ceruzénk van. Egy dobdékocka lapjain a pottyoket szeretnénk veliik
kiszinezni. Ha egy lapon beliil tobb potty van, azok ugyanolyan szintiek. Hanyféle lehet a szinezés,
ha

a) mind a hat szint felhasznaljuk?

b) nem feltétleniil hasznaljuk mindegyik szint?

2.9. (M) Harom szines selyemcsik Osszevarrdsaval zdszlot készitiink. Ezek mind ugyanolyan
alakiak. Hanyféle lehet a zaszlénk, ha 3 fajta sziniink van és

a) mindegyikbdl egyet-egyet haszndlunk?

b) mindegyikbél tetszbleges szamit hasznalhatunk gy, hogy a szomszédos csikok kiilénbo6zé
szintiek legyenek ?

2.10. (M) H&arom szines selyemcsik Osszevarrdsdval zaszlot készitiink. Ezek mind ugyanolyan
alakiak. Hanyféle lehet a zaszlénk, ha 4 fajta szinlink van és

a) mindegyikbél egyet-egyet haszndlunk ?

b) mindegyikbél tetszéleges szamit hasznalhatunk tgy, hogy a szomszédos csikok kiilonb6z6
szinliek legyenek?

2.11. (M) Hanyféle 4 betiis ,;sz6” készithetd a kovetkezd szavak betiiibél:
a) DIAK; b) OROM; ve) SUSU?
(A négybetiis karaktersor nem kell, hogy valoban értelmes sz6 legyen.)
2.12. (M) a) Van két B betlink, egyik piros, mésik zold. Van két A betiink, egyik piros, masik

z6ld. Hanyféleképpen irhatjuk le veliik a BABA szb6t?
b) Szilard szegény szinvak. Az a) feladatrészre 6 hany megoldést taldl?

2.13. 7 betlikartyank van. Haton az A, A, A, B, B, C betiik szerepelnek. Milyen betii lehet a
hetedik kartyan, ha a 7 betilikartyaval 6sszesen 140 hétbetis ,,sz6” rakhaté ki?



2 fejezet. Leszamlalasi feladatok

2.14. (M) Haényféleképpen iilhet le egy padra egymds mellé Aladér, Bea, Cili, Dezs6 és Rezso,
ha Bea szeretne Rezs6 mellé {ilni?

2.15. (M) Egy klubdélutdnon 6 fin és 6 lany van. Hanyféleképpen alkothatnak pérokat a
tancolashoz?

2.16. (M) Hanyféle betilisorozat készitheté az DALMA sz6 betliib6l? Adj meg olyan szot,
amelynek betiiibdl 20 kiillonb6z6 betiisorozat készitheto.

2.17. (M) Haényféleképpen iilhet le egy padra egymds mellé Aladér, Bea, Cili, Dezs6 és Rezso,
ha fitlk nem iilhetnek egymas mellé?

2.18. (M) Haényféleképpen iilhet le egy padra egymds mellé Aladér, Bea, Cili, Dezs6 és Rezso,
ha lanyok nem tlhetnek egymés mellé.

2.19. Andrés és Andrea, Béla és Bella hazastarsak. Csatlakozott hozzdjuk Csaba. Hanyféle
sorrendben fiilhetnek egy padon, ha

a) barki barki mellett tilhet ?

b) felvéltva tilhetnek férfiak és nék?

c) a hazastdrsak egyméds mellett iilnek?

d) a hézastarsak nem iilhetnek egymds mellett ?

2.20. Andrés és Andrea, Béla és Bella, illetve Csaba és Csilla hazastarsak. Hanyféle sorrendben
iilhetnek egy padon, ha

a) bérki barki mellett tilhet?

b) felvéltva iilhetnek férfiak és nék?

c) a hazastdrsak egyméds mellett iilnek?

d) a hézastarsak nem iilhetnek egymds mellett ?

2.21. (M) 5 ember hényféleképpen tilhet be egy 5 személyes autéba?

2.22. (M) Melyik sz6 betiiib6l rakhato ki tébbféle sz6, ha szavaink: PINTY és NUNUKE? (A
szavak lehetnek értelmetlenek, és minden betiit fel kell haszndlnunk.)

2.23. (M) Hanyféleképpen irhatjuk egy hatszog csticsaihoz az 1, 2, 2, 3, 3, 3 szdmokat, ha
a) a hatszog oldalai kozt nincs két egyforma?
b) a hatszog szabélyos és az egymasba forgathat6 elrendezéseket nem kiilonboztetjiitk meg?

2.24. (M) Egy 6 tagi tarsasadg-melynek tagja a héziasszony is-le akar iilni egy kerek asztalhoz.
Hényféle sorrendben foglalhatnak helyet, ha

a., a haziasszony egy meghatarozott helyre szeretne {ilni

b., az llésrend tetszoleges.

( Két ilésrend akkor kiilonboz6, ha van legaldbb egy olyan személy, akinek megvaltozott a
szomszédja )

2.25. (M) Héany olyan kiilonboz6 jegyekbdl allé nyolcjegyli szam készithets az 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 9 jegyekbdl, amelyben nincs egymas mellett két paros jegy?

2.26. Hany olyan kiilénbo6zo6 jegyekbdl all6 nyolcjegyii szam készithetd az 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 9
jegyekbdl, amely oszthatd
a) 3-mal? b) 5-tel? c) 4-gyel?
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2.27. (M) Az 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyeket egyszer felhasznalva felirjuk az Osszes Otjegyli szamot.
a) Novekvo sorrendbe éllitva ket melyik szam lesz a szazegyedik ?
b) Hényadik helyen all a 425317
c) Hatdrozzuk meg ezeknek a szdmoknak az Osszegét!

2.28. Felirjuk az 6sszes olyan Gtjegyl szamot, amelyben csak az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek szere-
pelnek (nem kell mindegyiknek szerepelnie).

a) Novekvo sorrendbe éllitva Sket melyik szam lesz a szdzegyedik ?

b) Hényadik helyen all a 425317

c) Hatérozzuk meg ezeknek a szdmoknak az Osszegét!

2.29. (M) Egy kocka lapjait kétféle szinnel szinezziik. Hany kiilonb6z6 kocka készithetd?
2.30. (M) Ha&ny 5 hosszi morse jelsorozat készithet6? Pl. ta-ta-ti-ti-ta.

2.31. (M) Hany darab haromjegy(i szam van? Hény darab haromjegy(i szdm van, amelynek
minden jegye kilonb6z6?

2.32. (M) Ha&ny darab négyjegyli szdm van, aminek minden jegye paratlan?

2.33. (M) Egy futéversenyen 15-en vettek részt. Hanyféleképpen oszthattak ki az arany-, eziist-
és bronzérmet ?

2.34. (M) Egy teremben 5 ldmpa van. Mindegyiket 6nélléan lehet meggyujtani. Hanyféleképpen
éghetnek a lampak, ha legalabb egynek égnie kell ?

2.35. (M) a) Hany haromjegyii szam készithet6 az 1, 2, 3, 4, 5 jegyek segitségével ?
Mennyi ezeknek az Gsszege, ha
b) lehetnek ¢) nem lehetnek

azonos jegyek.

2.36. (M) Hény hidromgombécos rendelés adhaté le, ha a fagyizéban 5 féle fagyi van és a
gombdcokat a tolcsérben egymaés f6lé helyezik 7

2.37. (M) Mi az esélyesebb: dobdkockaval hatost dobni, vagy egymds utédn kétszer ugyanazt
dobni?

2.38. Egy tarsasagban volt f férfi és n nd. A férfiak egymassal kezet fogtak, a holgyek egymésnak
»Szervusz dragam”-ot koszontek. A férfiak a holgyeknek kezet csékoltak. Hany kézfogas, kézcsok
és ,,Szervusz dragdm” koszontés volt?

2.39. (M) a) Hény rendszamtabla készitheté 26 betii és 10 szamjegy felhasznélasaval? (A
tablan el6bb harom betii, majd 3 szdmjegy all.)
b) Melyikb6l van tobb, amelyikben vannak azonos karakterek vagy amelyikben nincsenek ?

2.40. (M) Hanyféle lyukasztott buszjegy van?

2.41. (M) Tiz tanulé kozt hanyféleképpen sorsolhatunk ki 4 kiillonboz6 téargyat, ha egy tanuld
legfeljebb egy targyat kaphat?

2.42. (M) Dobdkockdval négyszer guritva kapjuk meg sorban egy négyjegyli szam jegyeit.
Hanyféle lehet az eredmény?

2.43. (M) Ha&ny olyan négyjegy(i pozitiv egész szam van, amelyben szerepel a 0 szdmjegy ?



2 fejezet. Leszamlalasi feladatok

2.44. (M) A sutabdstya tugy léphet a sakktabldn, mint a béstya, de egyszerre csak egy mezot.
Hényféleképpen juthat el egy sutabastya a sakktabla al-es mezdjérol az a8-bol induld atld
valamelyik mezGjére 7 1épéssel ?

2.45. (M) Hanyféleképpen hizhatunk ki egyesével egy 32 lapos magyar kartya csomaghdl két
huzédssal éppen két szt ? (Gondoljuk meg, mi szamit kiilonb6z6 esetnek!)

2.46. (M) Tekintsiik azon négyjegyli szamokat, melyek minden jegye kiilonboz6.
a) Hény ilyen van?
b) Mennyi ezeknek a szdmoknak az Gsszege?
c) Novekvd sorrendbe allitva 6ket melyik lesz a kétszazadik ?
d) Hanyadik lesz az 19567

2.47. (M) Hanyféle kiilonboz6 totdészelvény van? (13 mérkézésre lehet tippelni)
2.48. (M) Hényféle pontosan 12 talalatos totészelvény van? Es 11 taldlatos?

2.49. (M) Gondoltam egy z egész szamra, 0 < x < 17. Hédny barkochba kérdéssel tudod
kitalalni, mire gondoltam ?

2.50. a) Van két A betiink, egyik piros, masik zold. Van hdrom B betiink, egyik piros, masik
z6ld, harmadik fehér. Hanyféleképpen irhatjuk le veliik a BABBA sz6t?
b) Szildrd szegény szinvak. Az a) feladatrészre 6 hany megoldast talal?

2.51. A Bergeng6c Rallin hat autds vesz részt: Atom Aladar, Bomba Boldizsar, Csikhiazo Csaba,
Dugattyi Dénes, Eszeveszett Elemér és Féknélkiili Frici. Masnap az OPTIMA sportlap k6z6lni
fogja az els6 harom helyezett nevét helyezési sorrendben, mig a PESSZIMA-ban a harom kies6
neve jelenik meg ABC sorrendben.

Hényféle lista jelenhet meg az OPTIMA-ban illetve a PESSZIMA-ban?

2.52. Soroljuk fel az A, B,C, D, E halmaz
a) egyelemi b) kételemii ¢) héromelemi d) négyelemii e) Otelemi

részhalmazait!

2.53. (M) Hany haromelemii részhalmaza van egy 6 elem(i halmaznak?

)
2.54. (M) Egy 14 f6s brigdd 3 tagi vezetOséget vilaszt. Hanyféle lehet a vezetdség?
)

2.5

ot

(

. (M) Hanyféle szdmot kaphatunk, ha az 1234567 szam jegyeib6l letorlink 4-et ?

2.56. (M) Hényféleképpen irhatjuk be az 1, 2, ..., 8 szdmokat a reldcids jelek kozé a vonalakra:
<K < >o> o> o> 7

2.57. (M) Hanyféleképpen olvashaté ki a Budapest sz6 az aldbbi tablazatbol, ha a bal fels6
betlibdl indulunk és a kovetkezd betiit jobbra vagy lefele 1épve érjiik el ?

B U D A P
U D A P FE
D A P E S
A P E S T

2.58. (M) Az ABCDEFGH szabalyos nyolcszog csicsaibdl kivalasztottunk harmat. Hanyfélekép-
pen valaszthattunk?
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2.59. (M) Gondoltam két egész szamra 1 és 10 kozott. Hany barkochba kérdéssel tudod ki-
talalni, mire gondoltam?

2.60. (M) Hanyféleképpen tolthetd ki egy lottoszelvény ?
2.61. (M) Hény olyan haromjegyti szam van, amelynek jegyei szigorian monoton csokkennek ?

2.62. (M) Hany egyenest hatdroznak meg egy szabdalyos
a) hatszog b) oktaéder

csucsai?
2.63. (M) Legfeljebb hény sikot hatdarozhat meg a térben 7 pont?
2.64. (M) Egy 8x8-as tablazatban hany téglalap taldlhat6?

2.65. (M) A konyvespolcon 10 konyv all. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 3-at, amelyek kézott
nincs szomszédos ?

2.66. (M) a) A sutabdstya ugy léphet a sakktdblan, mint a béastya, de egyszerre csak egy
mez6t.

A sutabéastya az al mez6érol hanyféleképpen juthat el 7 1épésben az e4 mezére?

b) Most csak jobbra és folfelé bir egyet-egyet 1épni a sutabastya. Keressiink meg minden olyan
mez6t, amelybe a bal als6 sarokbdl indulva legfeljebb 7 1épéssel eljuthat és irjuk ra mindegyikre,
hogy hanyféleképpen juthat oda!

2.67. (M) Hany olyan hiromjegy(i szam van, melyben a koézépsd jegy nagyobb, mint az elsé és
az utols6?

2.68. (M) Héany olyan haromjegyti abc szdm van, melyben b < a+c, a <b+c, ¢ < a+b?

2.69. (M) Hanyféleképpen mehetiink fel egy 8 1épcséfokbdl 4116 1épesén, ha egyszerre egy, vagy
két 1épcsét 1épilink ?

2.70. (M) Hanyféleképpen fedhetd egy 2x8-as tédbla 2x1-es domindkkal?

2.71. (M) Hény olyan 6tjegyti szdm van, melynek szomszédos jegyei mindig szomszédos szamok ?

2.72. (M) Hanyféleképpen irhaté fel a 8 pozitiv egészek Osszegeként, ha a tagok sorrendje
a) szamit b) nem szamit ?

2.73. (M) Mindig a lehetd legkisebb Osszeadandot véve rendezziik az eseteket, a szdmok kozé
most nem frjuk le a + jeleket: 11111111, 1111112, 111113, 111122, 11114, 11123, 1115, 1124,
1133, 116, 125, 134, 17, 2222, 224, 233, 35, 44, 8, Hany olyan 3 jegyi szam van, melyben a jegyek
Osszege 67

2.74. (M) Ha&anyféleképpen juthatunk el az 1. dbran A-bol B-be a vonalak mentén, ha csak
jobbra és felfelé szabad 1épni?

2.75. (M) Hényféleképpen helyezkedhet el 6t buborék, amelyek a levegében lebegnek ? Egyik
buborék tartalmazhat tobb méas buborékot is. A buborékok megkiilonboztethetetlenek, valtoz-
tathatjak méretiiket és alakjukat, de a tartalmazasi viszony koztiik allandé. Segitségként megj-
egyezzik, hogy harom buborék esetén 4 elrendezés lehetséges (lasd az 1. dbrat!).
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2 fejezet. Leszamlalasi feladatok

(a) (b) (c)

2.74.1. abra.

2.75.1. abra.

2.76. (M) Az (1, 4) szamparbdl indulunk. Egy 1épésben legaldbb az egyik szdmot meg kell
novelniink legaldbb eggyel. Néhany 1épésben eljutottunk a (5, 6) szdmparhoz. Hényféle lehetett
a novel6 1épések rendszere?

2.77. (M) Készitsiink algoritmust, ami eléallitja (}) értékét!

2.78. (M) Azokat a négyjegyii pozitiv egész szamokat szeretjiik, amelyben szerepel a 0 szam-
jegy. Készitsiink algoritmust, ami

a) véletlenszertien el6allit egy ilyen szamot;

b) elééllitja az Osszes ilyen szdmot gy, hogy mindegyik maximum egyszer szerepel!

2.79. (M) Egy teremben 6t ldmpa van. Mindegyiket 6nalléan lehet meggytjtani. Készitsiink
algoritmust, ami

a) véletlenszertien megad egy lehetséges ,égési allapotot”;

b) eléallitja az Gsszes lehetséges allapotot!

2.80. (M) Készitsiink algoritmust, ami megszamolja, hogy hany olyan szdm van az els6 1000
pozitiv egész szam kozott, amely a 2, 3 és 5 szdmok koziil
a) legaldbb az egyikkel b) pontosan eggyel c) pontosan kett6vel

oszthatd!

2.81. (M) Készitsiink algoritmust, ami eldonti, hogy az 1-t61 10000-ig terjedd egész szamok
koziil abbdl van-e t6bb, amelyikben el6éfordul az 1 es vagy 0 szamjegyek legalabb egyike, vagy
abbodl, amelyekben egyik sem!

2.82. (M) Készitsiink algoritmust, ami eléallitja az n. Fibonacci szdmot!
2.83. (M) Készitsiink algoritmust, ami el6allitja az elsé n Fibonacci szdmot!

2.84. (M) Készitsiink algoritmust, ami véletlenszertien megkeveri az n elemii v vektor elemeit !
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2.85. (M) Készitsiink algoritmust, ami véletlenszertien kivalaszt az n elemii v vektorbdl k darab
elemet!
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3. FEJEZET
Leszamlalasi feladatok (teszt)

A 3.1-3.10. feladatok a ,kozép” szintnek, a 3.11-3.20. példdk az ,emelt” szint kévetelményeinek
felelnek meg.

3.1. (M) Hanyféleképpen iilhet le egymdas mellé 6t ember?
A) 5 B) 25 C) 120 D) 24 E) 100

3.2. (M) Az ELME sz6 betiiinek 6sszekeverésével hany kiilonb6z6 négybetiis (akéar értelmetlen)

sz0 készitheto?
A) 24 B) 6 C) 4 D) 12 E) 8

3.3. (M) A 2,2,6,8,8 szamjegyekbdl hany 68-cal kezd6dé 5 jegyii szam készithet6?
A) 3 B) 120 C) 6 D) 68 E) 30

3.4. (M) Egy klubdélutédnon 5 fiti és 5 lany van. Hanyféleképpen alkothatnak parokat a tén-
coléshoz?
A) 625 B) 5 C) 125 D) 25 E) 120

3.5. (M) Hany olyan haromjegy(i szam van, amelynek minden jegye paratlan?
A) 15 B) 100 C) 900 D) 3 E) 125

3.6. (M) Hany négybetiis sz6 van Bergengdcidban, ha a bergéc abe-ben csak harom beti van?
A) 24 B) 81 C) 16 D) 12 E) 120

3.7. (M) Hany hiromelemii részhalmaza van egy 5 elemii halmaznak?
A) 10 B) 5 C) 3 D) 15 E) 125

3.8. (M) Egy 10 f8s brigdd 3 tagt vezetGséget valaszt. Hanyféle lehet a vezet&ség?
A) 30 B) 1000 C) 72 D) 720 E) 120

3.9. (M) A HARCOS sz6 betiib6l letorliink harmat, hanyféle lehet a megmaradt harombetiis
5267

A) 3 B) 6 C) 27 D) 120 E) 20

3.10. (M) Egy auté rendszdamanak els6 hdrom betiije kiilonb6z6 és minden betii megtalalhat6
a BUDAPEST széban. Hanyféle lehet az autd rendszamén szereplé harombetiis jel ?
A) 1000 B) 336 C) 56 D) 64 E) 720

3.11. (M) Hényféleképpen iilhet fel egy négy székes korhintara Tercsi, Fercsi, Kata, Klara és
Sara?
A) 2 B) 120 C) 64 D) 125 E)

3.12. (M) Hényféleképpen iilhet le egy padra egymds mellé Aladar, Bea, Cili, Dezs6 és Rezsé,

ha Cili nem szeretne Bea mellé ilni?
A) 120 B) 72 C) 24 D) 10 E) 60
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3.13. (M) 6 betilikdrtyank van. Négyen az A, A, B, C, betiik szerepelnek. Milyen betii lehet a
maradék két kartyan, ha a 6 betiikartyaval 6sszesen 15 hatbetis ,sz6" rakhato6 ki?
A) AéB B) AéC C) AéA D) BésC E) CéC

3.14. (M) Hany hétjegyli szdm van, amelynek jegyei szigorian monoton csokkennek ?
A) T B) 720 C) 100 D) 120 E) 21

3.15. (M) Egy viragiizletben van szegfii, rézsa, tulipdn és liliom. Hanyféle csokrot allithatunk
Ossze 3 szal viragbhol?
A) 64 B) 256 Cc) D) 12 E) 20

3.16. (M) Hényféle legaldbb 4 taldlatos szelvény van a Bergengéc totéban, ha 6 mérkézésre
lehet tippelni?
A) 243 B) 8l Cc) D) 124 E) 73

3.17. (M) Hanyféleképpen irhatjuk be az 1, 2, ..., 7 szdmokat a reldcids jelek kozé a vonalakra:
> > > > << 7
A) 7 B) 120 Cc) 2 D) 15 E) 21

3.18. (M) Hanyféle legaldbb két taldlatos lottoszelvény van Bergengécidban, ha 10 szamboél
négyet kell kijelolni?
A) 210 B) 90 C) 115 D) 35 E) 76

3.19. (M) Egy 6 x 7-es tdblazatban hany téglalap taldlhaté?
A) 42 B) 588 C) 315 D) 720 E) 654

3.20. (M) A konyvespolcon 8 kényv all. Hanyféleképpen valaszthatunk ki 3-at, amelyek kozott

nincs szomszédos ?

A) 20 B) 24 C) 120 D) 83 E) 80
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4. FEJEZET
A Pascal-haromszog

4.1. Hanyféleképpen juthatunk el az 1. abran lathaté haromszog felsé csticsabdl az egyes pontok-
ba, ha csak ferdén lefelé (jobbra vagy balra lefelé) 1éphetiink ? Irjuk r4 minden egyes csomépontra
a lehet6ségek szamat!

4.2. [9] Bizonyitsuk be, hogy a Pascal-hdromszog szimmetrikus a csticsan at hizott fiiggbleges
egyenesre!

4.3. Adjuk 6ssze a Pascal-haromszog
a) negyedik b) 6todik c) hatodik d) tizedik e) n-edik
soraban all6 szamokat !
(A Pascal haromszog kezdd sora, amelyben egy darab 1-es &ll, szokds szerint, a 0. sor.)

4.4. Adjuk 6ssze a Pascal-haromszog
a) negyedik b) 6todik c) hatodik d) tizedik e) n-edik
soraban all6 szamokat valtakozé eléjellel!

4.5. Keressiik meg a haromszogszamokat (ldasd a A.1.24.8. feladatot) a Pascal-hdromszogben!

4.6. Hatdrozzuk meg a 100. tetraéderszamot! (Hény goly6 van az 1. dbran a 100. kupacban? A
kupacsorozat oldal- és foliilnézetben is lathaté az dbrén.)

o & &
° & &

4.6.1. abra.

4.7. (MS) Adjuk 6ssze a Pascal-hdromszogben vastagon szedett szamokat! Végezziik el az
Osszegzést hasonld allasu egyenesek mentén (lasd az 1. dbrat)! Miért érdekes az eredmény ?
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4 fejezet. A Pascal-haromszog

: oo

4.7.1. abra.

4.8. (S) Adjuk 6ssze a Pascal-haromszogben vastagon szedett szamokat! Végezziik el az Osszegzést
hasonlé helyzeti paralelogrammakban (lasd az 1. dbrat)! Miért érdekes az eredmény ?

4.8.1. abra.

4.9. (S) Adjuk 6ssze a Pascal-haromszogben vastagon szedett szamokat! Végezziik el az Osszegzést
hasonlé helyzetli trapézokban (lasd az 1. abrat)! Miért érdekes az eredmény ?

4.9.1. abra.

4.10. a) Szinezziik ki a Pascal-hdromszog els6é 20 sordban a szdamok helyét paritdsuk szerint.
A 4.10. dbran el is kezdtiik a szinezést. Mit figyelhetiink meg?

b) A Pascal-haromszog mely soraiban &ll mindentitt paratlan szdm?

c) A Pascal-hdromszog mely soraiban all (a szélétdl eltekintve) mindeniitt paros szdm?

4.11. Keressiik meg a Pascal-haromszog azon sorait, amelyekben a két széls6 1-estdl eltekintve
csupa

a) harommal b) ottel

oszthatd szam All!

4.12. a) Szamitsuk ki (*%") értékét!
b) Mutassuk meg, hogy (3(1)21) oszthaté 3001-gyel! (Felhaszndhatjuk, hogy 3001 primszam.)

4.13. Ismeretes, hogy 2009 = 72 - 41. Adjunk meg olyan 0 < k < 2009 pozitiv egészt, amelyre
(2018 %) nem oszthaté 2009-cel!

4.14. Gyljtsiink olyan szamokat, amelyek csak egyszer fordulnak el6 a Pascal-haromszogben !

4.15. Az (a+Db) kéttagu 6sszeg hatvanyaival mar taldlkoztunk a A.1.16.15. feladatban. Prébéljuk
felirni (a + b)'°-t hasonlé alakban! Keressiik meg az egyiitthatokat a Pascal-hdromszégben !

1R



4 fejezet. A Pascal-haromszog

4.16. A Pascal-hdaromszog egyik soranak négy szomszédos eleme a kovetkezd:
x, 969, 3876, 11628.
Mennyi az x?

4.17. A Pascal-haromszog egyik soranak harom szomszédos eleme a kévetkezd: 15504, 38760,
77520. Hanyadik ez a sor?

4.18. Bergengocidban a Pascal-haromszog helyett a Mascal-hdromszoggel szamolnak. Ennek
0. sordban harom elem &ll:
2 -5 4

A Mascal-hdromszog képzési szabdlya a Pascal-haromszogével azonos. Hatarozzuk meg a Mascal—
haromszog n-edik soraban az elemek
a) Osszegét b) el6jeles Gsszegét!

4.19. [12] Dr. Kekec a Piscal-hdromszogre eskiiszik. Ennek 0-adik soraban egyetlen 1-es all, az
alatta levé sorokban minden szdm a folotte 1évé harom szam Gsszegével egyenld (az tires helyek
0-nak tekintendok).

Sor
sor
sSor
sor

DN =
N W = =
DN =
w =
—
W= o

Mutassuk meg, hogy a Piscal-haromszogben a 2. sortdl kezdve mindegyik sorban van paros
szam.

4.20. Hatarozzuk meg a Piscal-hdromszog (lasd a 4.19. feladatot) m-edik sordban taldlhatd
szamok
a) osszegét; b) véltakozé eldjelil Osszegét!

4.21. [1] Bontsuk fel a zérdjelet!
a) (1+z+2%)?; b) (1+ x + 2?)3; c) (1 +x+ )%

4.22. Az 1. dbran ugy irtunk a karikdkba szamokat, hogy mindegyik szam a folotte levo két
szam Osszege legyen!

4.22.1. abra.

a) Milyen szédm keril a legalsé karikaba?
b) Hogyan valtozik a legalsé szam értéke, ha a 0. sorban szerepld 3-ast 2-vel noveljik? Es ha
a 2-est 1-gyel csokkentjik?
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c) Egy hasonléan képzett szamtéblazatban ismerjik a legals6 szamot. Meghatarozhaté-e ebbél
az egyetlen adatbdl a fels6 sorban taldlhatd 6t szam 6sszege?

d) Egy hasonlbéan képzett szamtabldzatban ismerjik a szimmetriatengelyben szereplé harom
szamot (a szinezett karikdkban 1évoket). Meghatdrozhaté-e ebbdl az egyetlen adatbdl a felsé
sorban taldlhatd 6t szam Gsszege? Adjuk meg a kérdéses Gsszeget, ha a tengelyben all6 harom
szam feliilrol lefelé olvasva: 1, 1, 10.

4.23. Az 1. 4bran lathaté szdmharomszog alsé sordba az 1, 2, 3, 4, 5 szdmokat irjuk valamilyen
sorrendben és minden tovabbi szdm az alatta levd kettd Osszege lesz. Az alsé szamok hanyféle
sorrendje esetén lesz a legfoliilre keriil6 szam 6ttel oszthatd?

4.23.1. abra.

4.24. [16] Képezziik a kovetkez8 szamharomszoget:

0 1 2 3 2008 2009

Itt az elsé sorban a 0 és 2009 kozotti egész szamok allnak névekvd sorrendben. A tablazat tovabbi
elemeit az ezek f6lott (balra, illetve jobbra) allé két szam Osszeaddsaval kapjuk. Bizonyitsuk be,
hogy a tédblazat legutolsé soraban allé (egyetlen) elem oszthaté 2009-cel!

4.25. Mutassuk meg a kifejezések algebrai alakjat hasznalva, hogy

() ()=(3)

4.26. A Pascal haromszog egyik sordban felirtunk néhany egymaés melletti elemet. Az egyik
szamot azonban elirtuk. Melyiket ?

a) 92561 040, 193536 720, 154 817 320, 573166 440, 818 809 200.

b) 7726 160, 9657700, 9657 700, 9657700, 7726 160.

4.27. (M) Készitstink algoritmust, ami el6allitja a Pascal haromszog n. sorat!

4.28. (M) Készitsiink algoritmust, ami az n. sordig kiirja a Pascal-hdromszoget!
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5. FEJEZET
A Pascal-haromszog (teszt)

Az 5.1-5.10. feladatok a ,kézép” szintnek, az 5.11-5.20. példak az ,,emelt” szint kovetelményeinek
felelnek meg.

5.1. (M) Mennyivel egyenld (2)7
A) 5 B) 10 C) 3 D) 15 E) 60

5.2. (M) Melyik szam szerepel a legkevesebb alkalommal a Pascal hdromszogben?
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

5.3. (M) A Pascal hiaromszog egyik sordnak elsé eleme az 1, masodik eleme a 9. Mi a harmadik
elem?

A) 19 B) 90 C) 36 D) 27 E) 8l

5.4. (M) A Pascal hiromszog egyik sordban az elemek Osszege 32. Hany szam &ll ebben a
sorban a Pascal haromszogben ?

A) 8 B) 32 C) 5 D) 4 E) 7
5.5. (M) Mi a nagysdg szerinti sorrendje az x = (11070), y = (17010), z= (15)90) ?

A) z<z<y B) z<y<z C) z<y<ux D) y<z<z

E) z<z<y

5.6. (M) Egy ossztilyban van 11 fii és 16 lany. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki koziilik 5
didkot ?

A) (257) B) (121) ) (136) C) (11516) D) (151)+(156) E) (357)
5.7. (M) A Pascal haromszogben hanyszor fordul el6 a 67
A) 1 B) 2 C) 6 D) 4 E) 3

5.8. (M) Az alabbiak koziil melyik egyenls ({3)-vel?
A) (3 B) (3)) C) () D) (5) E) (5

5.9. (M) Az 1-nél nagyobb négyzetszamok koziil melyik a legkisebb, amely a Pascal haromszog
valamely soranak harmadik eleme?
A) 4 B) 3 C) 9 D) 36 E) 25

(11 . . 4 12-11-10-9
5.10. (M) Az aldbbiak koziil melyikkel egyenlé a ~5557= 7

A) (3) B) (y) c) () D) (3) E) 8- (y)

5.11. (M) Mennyivel egyenl§ (g) + (3) + (g) + (g) + (g) ?
A) (3 B) (3 C) () D) (9 E) (3)
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5 fejezet. A Pascal-haromszog (teszt)

5.12. (M) A Pascal hdromszog egyik sordnak elsé 6 elemének 6sszege 1024. Mi ebben a sorban
a masodik elem?

A) 10 B) 11 C) 12 D) 6 E) 7

5.13. (M) A Pascal haromszogben hanyszor fordul el6 a 237

A) 2 B) 23 C) 1 D) 3 E) 0

5.14. (M) Az alabbi szamok koziil melyik a legnagyobb primosztéja a (55)-nek?

A) 61 B) 29 C) 5 D) 7 E) 31

5.15. (M) Mennyivel egenld (3) = (3) + (5) = () + () - () + (1) - () + ()7
A) (¥ B) (%) c) () D) (7) E) (g)
5.16. (M) Mennyivel egyenls (ED +2- (gg) + (gg) ?

A) 2 (%) B) (5 C) () D) (3) E) (3)

5.17. (M) A Pascal hdromszdgben melyik a legkisebb szam, amelyik oszthat6 2°-nel az alabbiak
koziil? (D)
9
A:1024; B: (32); C: (19 D: (3); E: (1924,

A) B) C) D) E)
5.18. (M) Memnyivel egyenld () + (¥) + () + (5) + (3) + (5) + (§)?

A) (D) B) (%) C) (30 D) (7) E) (%)
5.19. (M) Mi a nagysag szerinti sorrendje az x = (1107010), = (1701070 ), 2= (1907010) ?

A) z<z<y B) z<y<z C) z<y<ux D) y<z<z
E) z<z<y

5.20. (M) Mennyivel egyenlé (a + b)%° kifejtett alakjaban az a”b'3 egyiitthatéja?

A) (7) B) (%) C) 20 D) 7-13 E) ()
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6. FEJEZET
A szita-modszer

6.1. (M) [16] a) Egy intézetben 67 ember dolgozik. Németiil 35-en, angolul 47-en, az utébbiak
koziil németiil 23-an beszélnek. Hany olyan dolgozdja van az intézetnek, aki sem angolul, sem
németiil nem beszél?

b) Nehezitsiik az a) feladatot, tegytik fel, hogy francidul 20-an, angolul és francidul 12-en,
németiil és francidul 11-en, mindhdrom nyelven 5-en beszélnek. Igy hény olyan dolgozé van, aki
egyik idegen nyelvet sem beszéli?

6.2. A Bandn sziget parlamentjében két part van. A Mandarin Péart képvisel6i mind szeretik
a mandarint. Az ellenpart 90%-a nem szereti a mandarint. Hany szdzalékos a Mandarin Part
aranya a parlamentben, ha az 0sszes képviseld 46%-a szereti a mandarint ?

6.3. (M) Az osztélyban 12 tanulénak volt 6tose matematikabdl, 16 tanulénak magyarbdl. 8
tanulénak egyik targybol sem sikeriilt 6tost szerezni. Hanyan jarnak az osztalyba, ha 6 tanulénak
matematikabdl és magyarbdl is 6tose volt?

6.4. (M) Egy zenei osztalyban kétszer annyi didk tanul hegediilni, mint ahdny zongorazni.
Oten mindkét hangszeren tanulnak jatszani. Az osztalylétszam 22 és mindenki tanul valamelyik
hangszeren. Hanyan tanulnak zongorazni és hanyan tanulnak hegediilni?

6.5. (M) Egy osztélyba 38 tanulé jar. Mindenki {izi az aldbbi sportok valamelyikét: atlétika,
roplabda, tszds. Atlétikaval 19-en foglalkoznak, 21-en réplabdéznak, 12-en tsznak. 7 tanuld
atlétizal és uszik, 6tanuld atlétizal és roplabdazik, 3 tanulé réplabdézik és tszik. Hany tanuld
tzi mindharom sportot?

6.6. (M) Egy barati tdrsasig 3 kirdandulast szervezett. Mindegyik kirdnduldson 15 gyerek vett
részt. Az elsé kirdndulas résztvevéi koziil heten voltak jelen a mésodikon és nyolcan a har-
madikon. A maésodik kirdndulds 6t résztvevdje ment el a harmadik kirdnduldsra. Négy olyan
gyerek volt, aki haromszor kirandult. Hany gyerek volt jelen legalabb az egyik kirandulason?

6.7. (M) Egy iskolaban harom kirdnduldst szerveztek. Az els6ére 320, a masodikra 280, a har-
madikra 350 tanul6é ment el. 60 tanul6 mind a harom, 130 tanulé legalabb két kirandulason részt
vett. Hany tanuld vett részt legalabb egy kirdndulason?

6.8. (M) Egy matekversenyen 30 tanul6 indult. A versenyzSknek 3 feladatot kellett megoldani.
Az els6 feladatot 19-en, a masodikat 15-en, a harmadikat 18-an oldottak meg. Az elsé és masodik
feladatra 7-en, az els6 és harmadik feladatra 9-en, a masodik és harmadik feladatra 10-en adtak
helyes megoldast. Mindharom feladatot 3 tanulénak sikeriilt megoldani. Hany tanuléonak nem
sikeriilt megoldani egy feladatot sem?

6.9. A 32-f6s 12.c osztaly osztalyfénokének az osztaly nyelvtanuldsaval kapcsolatos statisztikat
kell készitenie. A statisztikai kérd6iv a kévetkezo kérdésekbol allt:

1. Hanyan jarnak az osztalyba?

2. Hany tanulénak van koézépfoka nyelvvizsgdja angol nyelvb6l?
3. Hany tanulénak van kozépfoku nyelvvizsgaja francia nyelvbol?
4. Hany tanulénak van kozépfokiu nyelvvizsgdja német nyelvbol?
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6 fejezet. A szita-modszer

5. Hany tanulénak van kozépfoku nyelvvizsgaja a fenti hdrom nyelv mindegyikébol?

6. Hany tanulénak van kézépfoku nyelvvizsgija a fenti harom nyelv kéziil pontosan kettébél?
7. Hany tanulénak van koézépfoka nyelvvizsgaja a fenti harom nyelv koéziil pontosan egybol?
8. Hany tanulénak nincs kézépfoka nyelvvizsgdja a fenti harom nyelv egyikébdl sem ?

Az utolsé két kérdés az osztalyfénok szerint felesleges.

a) Hatdrozzuk meg a rédjuk adandé valaszt, ha az els6 hat kérdésre adott valasz rendre 32, 20,
15, 6, 2, 9!

b) Jeldlje az i-edik kérdésre adott vilaszt x;. Fejezzik ki x7 és xg értékét xq, xo, w3, 24, x5,
és xg segitségével !

6.10. Héany olyan pozitiv egész szam van 1200-ig, amely
a) nem oszthaté 2-vel b) nem oszthaté 3-mal

c) 2-vel és 3-mal sem oszthatd?

6.11. (M) Hany olyan van az els§ 1000 természetes szam kozott, mely a 2, 3, 5 szdmok koziil
a) legaldbb az egyikkel b) pontosan eggyel c) legfeljebb kettovel

d) pontosan kettével
oszthatd?

6.12. (M) Hany olyan szam van 1200-ig, amely relativ prim 1200-hoz?

6.13. (M) Héany olyan
a) haromjegyti b) négyjegyti c) n-jegyt
szam van, mely csupédn az 1, 2, 3 szamjegyeket tartalmazza, de mindegyiket legalabb egyszer?

6.14. (M) Hany olyan 4-jegyli szdm van, melynek jegyei kozott az 1 és 2 szamjegyek koziil
legalabb az egyik szerepel ?

6.15. (M) Az 1-t6l 10000-ig terjedd egész szamokat irjuk fel egy papirra, majd hizzuk ki
koziiliikk azokat, amelyekben a 0 vagy az 1 el6fordul. Tobb vagy kevesebb szdm marad fenn,
mint a felirt szamok fele?

6.16. Az 1 m sugaru korlapon egy-egy 40 cm oldala piros és kék négyzetlap helyezkedik el. A
négyzetek nem lognak le a korlaprél. A piros négyzet csicsa a kék négyzet kozéppontjara esik.
a) Hatdrozzuk meg a korlap négyzetek éltal nem takart részének teriiletét, feltéve, hogy a két
négyzet oldalai egymaéssal parhuzamosan helyezkednek el!
b) Milyen hatdrok kézott valtozhat a korlap négyzetek altal nem takart részének tertilete?

6.17. a) Két 5 cm sugari kor kolesonosen atmegy egymés kozéppontjan. Hatdrozzuk meg a két
korlap kozos részének tertiletét!

b) harom 5 cm sugara kor koziil mindegyik atmegy a maésik ketté kézéppontjédn. Hatarozzuk
meg a harom korlap k6zos részének tertiletét!

6.18. (M) Pistike nem vigyaz a képenyére. Az dsszesen csak 1 m2-nyi anyagra anyukéja mar
ot izben varrt 30 dm2-es foltot, hatszor pedig 20 dm?-eset. Biztosan igaz-e, hogy van két olyan
folt, amelyek legalabb 3 dm?-en fedik egymaést?

6.19. (M) A Bergengéc Kozigazgatasi Minisztérium megbizasabdl a Geografiai Tarsasig az
alabbi jelentést készitette az orszag térképezettségérol.

Bergengdcia felfedezése éta dt térkép készilt az orszagrol, illetve annak egyes részeirdl.

Sorra vettik az egyes térképeket, és meghatdroztuk, hogy mekkora teriletet dbrdzoltak rajtuk.
Az igy kapott 6t érték dsszege 207 ezer km?.
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6 fejezet. A szita-mddszer

Ezutdn sorra vettiik a térképpdrokat. Felmértik, hogy mekkora annak a résznek a teriilete,
amelyik az elsé és a mdsodik térképen is rajta van, majd annak, ami az elsé és a harmadik
térképen is rajta van ... végil annak, ami a negyedik és az 6tédik térképen is rajta van. Az igy
kapott értékek Gsszege is 207 ezer km?.

FEzutin a térképhdrmasok kovetkeztek. Felmértiik, hogy mekkora annak a résznek a teriilete,
amelyik az elsd, a mdsodik és a harmadik térképen is rajta van, majd annak, ami az elsé, a
mdsodik és a negyedik térképen is rajta van ... végul annak, ami a harmadik, negyedik és az
otodik térképen is rajta van. Az igy kapott értékek dsszege 105 ezer km?.

A térképnégyesekre hasonléan képzett Gsszeqg 25 ezer km?.

Mind az 6t térképen dbrdzolt teriilet csak 2 ezer km?.

Hatarozzuk meg a jelentés alapjan Bergengdcia még feltérképezetlen részének teriiletét, ha
tudjuk, hogy az orszag teljes teriilete 90 ezer km?!

6.20. (M) Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet a megcimzett boritékokba ugy, hogy seme-
lyik levél se a j6 cimzéshez keriiljon?

6.21. (M) Egy kerek asztal koré leiil 5 hazaspar. Hanyféleképpen lehet, hogy semely holgy sem
il a férje mellett?

6.22. (M) A sivatagban vonul a tevekaravan 7 tevével, melyek nap kozben libasorban haladnak.
A beduin kereskedd szeretné a monoton vonuldst a tevék szamadra elviselhetébbé tenni, ezért
minden nap Ugy sorakoztatja fel 6ket, hogy senki ne lassa maga elétt ugyanazt a tevét, mint
el6z6 nap. A legels6 teve lehet ugyanaz. Hanyféle sorrend kozil valaszthat reggelente a karavan
vezetOje?

6.23. (M) Készitsiink algoritmust, ami megszamolja, hogy hény olyan szam van 1-t6l 1200-ig,
amely relativ prim 1200-hoz.
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7. FEJEZET
A szita-modszer (teszt)

A 7.1-7.10. feladatok a ,kozép” szintnek, a 7.11-7.20. példdk az ,emelt” szint kévetelményeinek
felelnek meg.

7.1. (M) Egy intézetben 20 ember dolgozik. Németiil 10-en, angolul 12-en, az utébbiak kozil
németiil 5-an beszélnek. Hany olyan dolgozdja van az intézetnek, aki sem angolul, sem németiil
nem beszél?

A) 20 B) 3 C) 4 D) 7 E) 5

7.2. (M) Egy zenei osztdlyban kétszer annyi didk tanul hegediilni, mint ahdny zongorazni.
Oten mindkét hangszeren tanulnak jatszani. Az osztalylétszam 10 és mindenki tanul valamelyik
hangszeren. Hanyan tanulnak zongordzni?

A) 5 B) 10 C) 8 D) 0 E) 6

7.3. (M) Egy baréti térsasdg 3 kirdanduldst szervezett. Mindegyik kirdnduldson 15 gyerek vett
részt. Az els6 kirandulas résztvevéi koziil hatan voltak jelen a masodikon és heten a harmadikon.
A masodik kirandulés nyolc résztvevije ment el a harmadik kiranduldsra. 6t olyan gyerek volt,
aki haromszor kirdndult. Hany gyerek volt jelen legalabb az egyik kirdnduldson?

A) 15 B) 34 C) 25 D) 41 E) 29

7.4. (M) Hany olyan pozitiv egész szam van 120-ig, amely 2-vel, vagy 3-mal oszthat6?
A) 80 B) 100 C) 40 D) 6 E) 120

7.5. (M) Haény olyan pozitiv egész szam van 100-ig, amelyet a 2 és 5 szamok koziil pontosan
egy oszt?
A) 70 B) 60 C) 50 D) 40 E) 7

7.6. (M) Hany olyan hiromjegy(i pozitiv egész szam van, amelyben a masodik jegy 2, vagy a
harmadik jegy 37
A) 729 B) 353 C) 200 D) 171 E) 121

7.7. (M) Hany olyan hadromjegyii pozitiv egész van, amelyekre a kovetkezé harom tulajdonsig
egyike sem teljesiil: a masodik jegye paros; a harmadik jegye 2; a masodik és harmadik jegyének
Osszege paros?

A) 168 B) 180 C) 196 D) 211 E) 225

7.8. (M) Egy kiilkereskedelmi véllalatndl minden dolgozé beszél az angol, német, francia
nyelvek koziil legaldbb egyet. Angolul 20-an tudnak, németiil 15-en, francidul 10-en. Mindharom
nyelvet 5 dolgoz6 beszéli. Legfeljebb hany dolgozdja lehet a vallalatnak, ha angolul és németiil
harommal tobben beszélnek, mint németiil és francidul ?

A) 32 B) 45 C) 40 D) 37 E) 2

7

7.9. (M) Hany olyan négyjegyli pozitiv egész van, amelyben szerepel a 2, 3, 4 mindegyike?
A) 1526 B) 512 C) 198 D) 178 E) 514
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7 fejezet. A szita-moédszer (teszt)

7.10. (M) Bergengécia lakossidgidnak 60%-a fogyaszt rendszeresen gyiimolesot és a lakossig
70%-a tud tdszni. Az tszni tudok 80%-a fogyaszt rendszeresen gytimolesot. A lakossag hény
szazalékdra igaz, hogy nem tud dszni és nem fogyaszt rendszeresen gytimolesot ?

A)  50% B) 56% C) 4% D) 34% E) 26%

7.11. (M) Hény olyan 6tjegy(i pozitiv egész van az 6t6s szamrendszerben, amelyben szerepel
a 2, 3, 4 mindegyike?
A) 2212 B) 2122 C) 2202 D) 2022 E) 2220

7.12. (M) Hény olyan pozitiv egész szam van 1000-ig, amelyet a 7 és 11 szdmok koziil pontosan

egy oszt?
A) 220 B) 232 C) 244 D) 208 E) 241

7.13. (M) Hény olyan haromjegy( pozitiv egész szdm van, amelyben a méasodik jegy péros,
vagy minden jegy 5-nél kisebb?
A) 490 B) 629 C) 825 D) 375 E) 605

7.14. (M) Ha&nyféleképpen helyezhetiink el 4 levelet a megcimzett boritékokba ugy, hogy seme-
lyik levél se a jo cimzéshez keriiljon?
A) 11 B) 9 C) 12 D) 7 E) 5

7.15. (M) H&rom civakodé hazaspar hanyféleképpen iilhet le a moziban lefoglalt egymds mel-

letti hat székre gy, hogy senki nem 1l a parja mellett?
A) 256 B) 244 C) 226 D) 240 E) 321

7.16. (M) Bergengdcia lakossaganak legaldbb 60%-a fogyaszt rendszeresen gyiimolesot, tovabba
a lakossag legfeljebb 70%-a tud tszni. Az dszni tudok legaldbb 80%-a fogyaszt rendszeresen
gyiimolesot. A lakossag legfeljebb hany szézalékara igaz, hogy nem tud Uszni és nem fogyaszt

rendszeresen gylimolcsot ?
A) 50% B) 70% C) 30% D) 56% E) 40%

7.17. (M) Egy 1 m oldali zold négyzeten egy-egy 40 cm oldali piros és kék négyzetlap
helyezkedik el. A piros és kék négyzetek nem légnak le a z6ld négyzetrdl. A piros négyzet csiicsa
a kék négyzet kozéppontjara esik. Mekkora a nem takart zold rész teriilete?

A) nem hatdrozhaté meg B) 8000cm? C) 68000cm?

D) 8400cm? E) 80000cm?

7.18. (M) Hény olyan haromjegyii pozitiv egész van, amelyekre a kévetkezé harom tulajdonsig
egyike sem teljesiil: az els6 két jegy Osszege paros; az elsé és a harmadik jegyének Osszege
paratlan; a masodik és harmadik jegyének Osszege paros?

A) 168 B) 180 C) 196 D) 211 E) 225

7.19. (M) Ha&ny olyan szdm van 1500-ig, amely relativ prim 1200-hoz?
A) 320 B) 480 C) 420 D) 450 E) 400

7.20. (M) Hany részhalmaza van az 1,2,3,4,5 halmaznak amelyre a kovetkez8 tulajdonsidgok
koziil pontosan egy teljesiil: az 1 eleme a részhalmaznak; a 2 eleme a részhalmaznak; a részhal-

maz 3 elemi?
A) 5 B) 13 C) 11 D) 16 E) 12
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8. FEJEZET
A skatulyaelv

Tovabbi feladatok talalhatok Roka Sandor konyvének [13] megfelels fejezetében.

8.1. (M) Van 70 golyénk, koziilik 20 piros,20 zold, 20 sarga és a maradék 10 koziil néhany
fekete, a tobbi fehér. Legkevesebb hany darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte 10
azonos szind goly6?

8.2. (M) Van 80 golyénk, koziilitkk 35 piros, 25 zold, 15 sarga, 5 fekete. Legkevesebb hény
darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte

a) piros;

b) piros vagy fekete;

c) piros és fekete;

d) két kiilonb6z6 szinii;

e) valamelyik szinbél legalabb hérom ?

8.3. (M) Van G darab golyonk, koziiliik P piros, Z zold, S sarga és F' fekete.

a) Tudjuk, hogy legkevesebb 5 darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte piros. Hataroz-
zuk meg F' és G értékét, ha ismert, hogy Z =1, 5 =2, P = 3.

b) Tudjuk, hogy legkevesebb 10 darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte piros és
fekete. Hatarozzuk meg S és G értékét, ha ismert, hogy P =2, F =3, Z = 4!

8.4. (M) Egy laddban 4 fajta alma van, minden fajtdbdl egyenld mennyiség, Gsszesen 100
darab. Hany almat kell kivenni véletlenszertien, hogy a kivettek kozott biztosan legyen valamelyik
fajtabdl 10 alma?

8.5. (M) Egy dobozban azonos méretli zoknik vannak: Osszesen 5 parra valé fehér, 10 parra
valé fekete és 15 parra valé barna zokni. Hany darabot kell ezekbdl latatlanban kihdzni ahhoz,
hogy biztosan legyen koztiik egy par? (A jobb- és a balldbas zokni egyforma.)

8.6. (M) Igaz-e, hogy egy 37-es létszamu osztalyban biztosan van 4 didk, akik ugyanabban a
hénapban tinneplik a sziiletésnapjukat?

8.7. (M) Legaldbb hény lakosa van annak az orszdgnak, ahol biztosan van két olyan lakos,
akiknek ugyanolyan a fogazata? ( ugyanazon a helyen van ill. hidnyzik foga)

8.8. 50 kiilonb6z6 pozitiv egész szdm Osszege 2496. Bizonyitsd be, hogy koziiliik legalabb 2
paros.

8.9. (M) Bizonyitsuk be, hogy hét négyzetszam kozott mindig van kettd, amelyek kiilonbsége
oszthaté 10-zel!

8.10. Hany pozitiv egész szam adhatd meg tgy, hogy semelyik ketto Gsszege és semelyik kettd
kiilonbsége se legyen oszthatd 7-tel?

8.11. (M) Legfeljebb hény kiilonb6z6 pozitiv primszdmot lehet megadni ugy, hogy koziilitk
barmely hdrom &sszege primszam legyen?
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8.12. (M) Kitolthet6-e egy 5x5-0s tablazat 1 és -1 szamokkal gy, hogy az egyes sorokban
illetve oszlopokban &ll6 szdmok 6sszege mind kiilénbo6z6 legyen ?

8.13. (M) Tegyiik fel, hogy bizonyos téargyak kozott van két kiillonbozé szini, tovabbé van két
kiilonb6z6 alaki. Bebizonyitandd, hogy akkor van a targya kozt két olyan, melyek szinben is,
alakban is kiilénboznek. (Kiirschdk verseny, 1940. [4])

8.14. (M) Mutassuk meg, hogy
a) barmely 3 szam kozil kivalaszthat6 2, melyek 6sszege oszthaté 2-vel;
b) barmely 5 szam koziil kivalaszthat6 3, melyek Gsszege oszthaté 3-mal;
c) barmely 7 szam koziil kivilaszthaté 4, melyek Osszege oszthatéd 4-gyel!

8.15. (M) Kockas lapon 40 kis négyzetet kiszineztiink. Igaz-e, hogy ekkor biztosan kivalaszthaté
koziliik 10, amelyeknek nincs kozos pontja? (Még kozos cstcs se lehet!)

8.16. Hany négyzetszam kozott van biztosan kettd, amelyek kiilonbsége oszthaté
a) 3-mal b) 4-gyel c) 8-cal?

8.17. (M) Mutassuk meg, hogy 7 tizedesjegyei kozott van harom egymést kovets szamjegy,
melyek igy egylitt végtelen sokszor el6fordulnak!

8.18. (M) Adott 21 kiilénb6z6 pozitiv egész szam, mindegyik kisebb 70-nél. Mutassuk meg,
hogy paronkénti kiilonbségeik kozt van négy egyenld. (Arany Déaniel-verseny, 1984H)

8.19. (M) Adott hét kiillonb6z6 természetes szam, melyek osszege 100. Igazoljuk, hogy van
koztiik 3, amelyek 6sszege legaldbb 50.

8.20. (M) [6] Adott 20 kiilonb6z6 pozitiv egész szam, amelyek nem nagyobbak 70-nél. Bizonyit-
suk be, hogy a szamok paronként vett kiillonbségei kozott van négy egyenld!

8.21. (M) Pistikének 100 korongja volt, rajtuk a szamok 1-100-ig, mindegyiken 1-1. Ki szeretne
tenni 4-et gy, hogy az elsé ketto Osszege megegyezzen a mésik kettéével. Példaul igy:

Sajnos 75 korongot elvesztett. Megoldhaté-e a feladat a maradék 25 koronggal ?

8.22. (M) A sik minden pontjit kékre vagy pirosra szineztiik. Bizonyitsuk be, hogy van két
azonos szinli pont, amelyek tévolsdga 1 egység!

8.23. (M) A sik pontjait kiszineztiik harom szinnel. Igazoljuk, hogy valamelyik szinti pontbél
végtelen sok lesz.

8.24. (M) Kiszineztiik két szinnel a sik pontjait. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges n esetén van
egyszinli n csicsu konvex sokszog.

8.25. (M) a) A sik pontjait kiszineztiik két szinnel. Igazoljuk, hogy lesz olyan téglalap, ame-
lynek cstcsai azonos szintiek.

b) Oldjuk meg a feladatot, ha n szinnel szineziink!

c) Az a) és b) feladatrészben is elegendé, ha k (azaz el6re rogzitett véges sok) pontot szineztink
ki. Adjunk meg megfelel6 k szamot az egyik és a maésik esetben is!

8.26. (M) Igazoljuk, hogy végtelen sok pont paronkénti tavolsagai kozott végtelen sokféle érték
van.
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8.27. Legfeljebb hany pont adhaté meg a

a) sikbeli b) térbeli

koordinatarendszerben tgy, hogy semelyik kettét Osszekotd szakasz felezdpontja se legyen
racspont ?

8.28. Egy 300 egység oldali négyzetben adott 10 pont. Mutassuk meg, hogy van koztiik két
olyan, amelyek tavolsaga kisebb 142 egységnél.

8.29. (M) Egy 70 cm oldali négyzet alaki céltdbldara leadunk 50 16vést: ,elég jol” loviink,
mert minden 16vésiink eltalalja a céltablat. Bizonyitsuk be, hogy van két 16vés, mely egyméshoz
15cm-nél kozelebb csapddott be!

8.30. (M) [18] Bergengdcidban a BLB mérkdzéseire engedélyezett palydk szélessége 39m hosszisa-
ga 91m. Igaz-e, hogy a mérkozés folyaman mindig taldlhatd a palyan két olyan jatékos, akik
kozott

a) 15 méternél a) 19 méternél

kisebb a tévolsiag? (Feltételezziik, hogy mind a 22 jatékos a palyan van.)

8.31. (M) Egység sugaru korlapon 7 pontot helyeztiink el. Igazoljuk, hogy van koézottik kettd,
amelyek tdvolsdga 1-nél nem nagyobb!

8.32. (M) Egység négyzetben adott 51 pont. Igazoljuk, hogy van koztiik 3 olyan, amelyek egy
% egység sugaru korben vannak!

8.33. (M) Készitsiink algoritmust, ami megjeleniti az 50 darab célba l6véstinket, amit a, 70 x 70
pixeles céltablara tettiink (mondjuk, hogy nagyon amatérok vagyunk, a lovések véletlenszertiek,
de azért eltaldljék a céltablat)!
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9. FEJEZET
A skatulyaelv (teszt)

A 9.2-9.11. feladatok a ,kozép” szintnek, a 9.12-9.21. példdk az ,emelt” szint kévetelményeinek
felelnek meg.

9.1. (M) Legfeljebb hany béastya helyezhet6 el egy 6 x 6-os sakktablan gy, hogy paronként ne
iissék egymast ?
A) 8 B) 6 C) 1 D) 12 E) 11

9.2. (M) 30 ember kozt biztosan van z, akik ugyanabban a hénapban sziilettek. Mekkora az x
szam legnagyobb értéke?
A) 1 B) 12 C) 3 D) 2 E) 6

9.3. (M) Van 50 golyénk, koziilitkk 20 piros, 20 z6ld és a maradék 10 fekete. Legkevesebb hany
darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kézte 10 azonos szinti goly6?
A) 31 B) 48 c) 11 D) 28 E) 13

9.4. (M) Egy lddaban 3 fajta alma van, minden fajtdbdl egyenlé mennyiség, dsszesen 90 darab.
Héany alméat kell kivenni véletlenszeriien, hogy a kivettek kozott biztosan legyen valamelyik
fajtabdl 9 alma?

A) 10 B) 32 C) 25 D) 27 E) 28

9.5. (M) Legfeljebb hany egész szam adhat6 meg tigy, hogy a négyzetiik utolsé jegye paronként
kiilonb6z6 legyen ?
A) 6 B) 7 C) 1 D) 9 E) 10

9.6. (M) Ha a Bergengoc kormény tagjai mind gondolnak egy-egy egész szamra, akkor biztosan
lesz két olyan szam, amelyek kiilonbsége oszthato 8-cal. Legalabb hany f6bol 4ll a kormany ?
A) 17 B) 9 C) 8 D) 7 E) 16

9.7. (M) Van 60 golyénk, kozulik 10 piros, 25 zold, 20 sarga, 5 fekete. Legkevesebb hany
darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kézte zold vagy fekete?
A) 21 B) 16 C) 36 D) 26 E) 31

9.8. (M) Van 40 golyénk, koziliik 10 piros, 6 zold, 20 sarga, 4 fekete. Legkevesebb hany darabot
kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte hdrom azonos szini?
A) 37 B) 4 C) 9 D) 21 E) 13

9.9. (M) Van 70 goly6nk, kozilik 10 piros, 15 zold, 20 sarga, 25 fekete. Legkevesebb hény
darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kézte harom kiilonbozé szinii?
A) 46 B) 5 C) 26 D) 67 E) 9

9.10. (M) Melyik az a legkisebb n szdm, amire biztosan igaz: n egész szam kozt mindig taldlhat6

kettd, melyek kiilonbsége oszthatd 77-tel.
A) 78 B) 7 C) 11 D) 18 E) 77
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9 fejezet. A skatulyaelv (teszt)

9.11. (M) Hérom falu tehenei ugyanazon a réten legelnek. Osszesen 91 allat van. Melyik a

legnagyobb n, amire biztosan igaz: van olyan allat, amelynek falujabol még n allat legel a réten.
A) 3 B) 90 C) 33 D) 31 E) 30

9.12. (M) Egy teremben emberek vannak, senkinek sem tudjuk a sziilinapjat. Legalabb hanyan
vannak, ha ennek ellenére biztosak vagyunk benne: van 7 olyan, akiknek ugyanabban a hénapban
van a sziiletésnapjuk?

A) 8 B) 84 C) 85 D) 73 E) 42

9.13. (M) Van 60 goly6onk, kozilik 5 piros, 10 zold, 20 sérga, 25 fekete. Legkevesebb hany
darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte 12 azonos szinti?
A) 45 B) 38 C) 40 D) 39 E) 25

9.14. (M) Ha a Bergengdc kormany tagjai mind gondolnak egy-egy négyzetszamra, akkor biz-
tosan lesz két olyan szdm, amelyek kiilonbsége oszthaté 8-cal. Mekkora a korméany létszamanak
legkisebb értéke?

A) 8 B) 4 C) 9 D) 3 E) 65

9.15. (M) Egy 11x11-es négyzet alaki asztalon van 6 darab 3 x 8-as, és 5 darab 4 x 6-os téglalap
alaku szalvéta. Egyik szalvéta se 16g le az asztalrél. Ekkor legalabb hany szalvétat tudunk egy
gombostiivel az asztal lapjara merdlegesen atszarni?

A) 5 B) 2 c) 11 D) 6 E) 3

9.16. (M) Van n darab goly6nk, koziilikk = piros, y zold, z sdrga és v fekete. Tudjuk, hogy
legkevesebb 7 darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte zold. Hatarozzuk meg v értékét,
ha ismert, hogy y =1, 2 =2, x = 3.

A) 2 B) 1 C) 4 D) 3 E) 6

9.17. (M) Piros, fehér és zold szinli négyzeteink és hdromszégeink vannak egy dobozban. Ossze-
sen 91 sikidomunk van. Melyik a legnagyobb n, amire biztosan igaz: van olyan idom, amelyhez
még n ugyanolyan szinli és ugyanannyi szogii alakzatunk van a dobozban.

A) 15 B) 14 C) 16 D) 31 E) 9

9.18. (M) Mely (z;y) szdmparra igaz a kovetkez6: Ha x darab szomszédos egész szdm koziil
kivalasztunk y darabot, akkor a kivalasztottak kozt biztosan lesz kettd, melyek kiilonbsége 5-tel

oszthatd.
A) 13;3) B) (27;7) C) (35;5) D) (24;4) E) (12;4)

9.19. (M) Van x darab ceruzank, koziiliik K kék, B barna, S sérga és F' fekete. Tudjuk, hogy
legkevesebb 15 darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte kék és barna. Hatarozzuk meg
S értékét, ha ismert, hogy K =3, B=15, F = 4!

A) 16 B) 6 C) 4 D) 9 E) 7

9.20. (M) Adott n darab olyan egész, amelyek primtényezés felbontdsaban csak a 2, 3 és 5
fordul el6. Hatarozzuk meg n legkisebb értékét, ha biztosan ki szeretnénk tudni valasztani két

szamot, amelyek szorzata négyzetszam.
A) n=3 B) n=5 C) n=7 D) n=9 E) n=11
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9.21. (M) Mely (x;y) szamparra igaz a kovetkez6: Ha z darab szomszédos egész szdm koziil
kivalasztunk y darabot, akkor a kivalasztottak kozt biztosan lesz kettd, melyek kiilonbsége 5-nél
kisebb.

A) (122;23) B) (123;22) C) (126;27) D) (127;26) E) (221;45)
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10. FEJEZET
Feladatok a sakktablan

10.1. (M) Hényféleképpen helyezhet6 el a sakktdblan egyetlen figura?
10.2. (M) Haényféleképpen helyezhetd el a sakktablan két béastya ugy, hogy ne iissék egymést ?

10.3. (M) Legfeljebb hany bastya helyezhet el a sakktablan dgy, hogy paronként ne iissék
egymast ?

10.4. (M) 8 béastya hényféleképpen helyezhetd el a sakktédblan, ha paronként nem titik egymast ?

10.5. (M) Legfeljebb hany
a) huszar b) futé c) vezér
helyezhets el a sakktablan dgy, hogy paronként ne {issék egymdst ?

10.6. (M) Helyezziink el a sakktabldra minél kevesebb

a) kiralyt b) vezért

ugy, hogy ha még egy tovabbi ugyanilyen figurat feltesziink a tabla valamely mez&jére, akkor
biztosan legyen kettd kozottiik, melyek iitik egymaést!

10.7. (M) A sakktabla al, b2, ¢3, d4 mez6in all egy-egy figura. Vagjuk szét a tablit négy
egybevago részre ugy, hogy minden részen legyen egy figura.

10.8. (M) a) Egy bogarat tesziink a sakktabla valamelyik mez&jére. Korbejarhat-e a mez6kon
gy, hogy mindig olyan mezére 1ép, amely élben szomszédos az aktudlisan elfoglalt helyével,
minden mezore egyszer 1ép ra és végil visszalép a kiinduldsi mezére?

b) Gondoljuk meg az a) feladatot k x n-es sakktablan!

c) Gondoljuk meg az a) feladatot térben, ahol egybevigd kockakbol felépitett téglatest kockéin
vandorol végig bogarunk!

10.9. (M) Egy 16 indul a tabla b2 mez8jérél. Legalabb hany 1épés alatt érheti el az e8 mez6t?

10.10. (M) Egy 16 indul a tabla b2 mez6jér6l. Minden mezére egyszer lépve eljuthat-e végiil
az e7 mezére?

10.11. (M) [3] Bejarhatja-e a 16 a sakktabla mez6it gy, hogy minden mezdre egyszer 1ép és
végiil visszalép a kiindulasi mezére? Gondoljuk meg ezt a kérdést mas méreti sakktablan is pl
4x4, 5x5, 8x8.

10.12. (M) Egy 5x5-6s sakktédbla minden mez§jén van egy bogar. Sipszéra mindegyik dtmegy
egy élben szomszédos mezore. Lehetséges-e, hogy ezek utan is minden mezén egy bogar lesz?

10.13. (M) Egy sakktébla két atellenes sarkén all egy-egy figura. A tédbla tobbi mez&je lefedhets-
e 2x1-es dominokkal?

10.14. (M) Egy sakktédbla két atellenes sarkan all egy-egy figura. A tébla tobbi mez&je lefedhetd-
e 3x1-es dominodkkal?

Q7



10 fejezet. Feladatok a sakktablan

10.15. (M) Egy sakktabla egyik sarkan all egy figura. A tébla t6bbi mezdje lefedheté-e 3x1-es
domindkkal ?

10.16. (M) Leteheté-e a sakktablara egyetlen figura ugy, hogy tébla t6bbi mezdje lefedhetd
legyen 3x1-es domindkkal?

10.17. (M) Lefedheté-e egy 10x10-es tabla 4x1-es domindkkal?
10.18. (M) Hény kilonbozé alaki 4 egység teriiletli poliminé van.

10.19. (M) A 4 egység teriiletii polimin6kbél minden fajtabol egyet hasznalva kirakhaté-e egy
téglalap ?

10.20. (M) Haény kiilonb6z6 alaki 5 egység teriiletii poliminé van.

10.21. (M) Az 5 egység teriiletii polimindkbdl minden fajtabdl egyet hasznédlva kirakhaté egy
téglalap. Készitsiik el a téglalapot. Mi lehet a téglalap oldalhosszisaga?

Q



11. FEJEZET
Feladatok a sakktablan (teszt)

A 11.1-11.10. feladatok a ,,kozép” szintnek, a 11.11-11.20. példak az ,,emelt” szint kdvetelményeinek
felelnek meg.

11.1. (M) Legfeljebb hany béstya helyezhetd el egy 6 x 6-os sakktablan ugy, hogy paronként
ne tissék egymast?
A) 8 B) 6 C) 1 D) 12 E) 11

11.2. (M) 7 béastya hanyféleképpen helyezhet6 el a sakktablan, ha paronként nem iitik egymast ?
A) 7! B) 8! C) 8-8 D) 9! E) 7.7

11.3. (M) Legfeljebb hany huszar helyezhet6 el egy 6 x 10-es sakktablan gy, hogy paronként
ne lssék egymast?

A) 30 B) 15 C) 10 D) 20 E) 32
11.4. (M) Milyen méretii sakktabla fedhetd le atfedések és hézag nélkiil 3x1-es domindkkal?

A) 5x5 B) 7x7 C) 5x7

D) 57x75 E) az el6z6ek egyike sem
11.5. (M) Haény kilonboz6 alaki 3 egység teriiletti poliminé van?

A) 3 B) 5 C) 6 D) 1 E) 2
11.6. (M) Legfeljebb hény kirdly helyezhetd el a sakktablan gy, hogy péaronként ne tissék
egymast ?

A) 16 B) 32 C) 9 D) 8 E) 25

11.7. (M) A sakktéblat szeretnénk lefedni hézag és atfedés nélkiil egybevagd polimindkkal. Az
aldbbiak koziil mely tipussal végezhetjiik el ezt ?

A) 3 xl-es B) 2x3-as C) 1 x6-os D) 4 x 3-as E) 2 x4-es

11.8. (M) Egy bogarat tesziink a sakktédbla valamelyik mez8jére. Az aldbbi tdblaméretek kozil

mikor jarhat kérbe a mezékon ugy, hogy mindig olyan mezére 1ép, amely élben szomszédos az

aktualisan elfoglalt helyével, minden mezére egyszer 1ép ra és végiil visszalép a kiindulasi mezére?
A) 32 x l-es B) 35 x 53-as C) 32 x23-as D) 3x3-as

E) 35 x 23-as

11.9. (M) Egy béastya indul a tdbla b3 mez6jérol. Legaldbb hany lépés alatt érheti el az e8
mez6t ?

A) 3 B) 2 C) 1 D) 8 E) 7
11.10. (M) Egy vezér all a sakktabla valamelyik mez6jén. A t6bbi koziil legfeljeb hany mez6t

téamadhat ?
A) 27 B) 8 C) 14 D) 28 E) 21
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11.11. (M) 6 bastya hanyféleképpen helyezheté el a sakktédblan, ha paronként nem titik egymast ?
A) 6-7! B) 288! C) 14-8! D) 9! E) 7.7

11.12. (M) Legaldbb hény bastyat kell a sakktabldra helyezni ahhoz, hogy ha még egy tovabbi
béstyat felteszlink a tabla tetszOleges mezbjére, akkor biztosan legyen kettd kozottiik, melyek
utik egymaést?

A) 8 B) 15 C) 7 D) 2 E) 16

11.13. (M) Hényféleképpen helyezhetd el a sakktablin két egyforma béstya ugy, hogy tissék
egymast? (A tdbla mez6i jeloltek, az al-a2 elrendezést és a h7-h8 elrendezést kiilonbozonek
)

szamoljuk.
A) 8-8 B) 64-14 C) 16-28 D) (624) E) 64-63

11.14. (M) Legfeljebb hény kirdly helyezhet6 el egy 10 x 12-es sakktablan tigy, hogy paronként
ne lissék egymast ?
A) 30 B) 60 Cc) 12 D) 10 E) 36

11.15. (M) Egy 16 indul a tédbla b4 mez&jérél. Minden mezdre egyszer 1épve végil mely mezére

érkezhet meg?
A) €5 B) d4 C) c2 D) b3 E) al

11.16. (M) Milyen tablaméret esetén jarhatja be egy 16 a sakktdbla mez6it tigy, hogy minden
mezore egyszer 1ép és végiil visszalép a kiinduldsi mezére?

A) 5 x5-06s B) 6 x 6-0s

C) 7 xT-es D) 3 x4-es

E) az el6z6 négy eset egyikében sem

11.17. (M) Egy sakktabla két &tellenes sarkdn &ll egy-egy figura. Mely tablaméret esetén
fedhetd a tabla tobbi mezdje 2x1-es domindkkal?
A) 15 x 13-as B) 15 x 14-es C) 14 x 18-es D) 31 x5l-es

E) 41 x 51-es

11.18. (M) Legfeljebb hany béstya helyezhet el a sakktablan tgy, hogy mindegyiket legfeljebb
egy masik tisse?
A) 8 B) 12 C) 10 D) 15 E) 16

11.19. (M) Egy 10 x 10-es sakktablat szeretnénk lefedni hézag és atfedés nélkiil egybevagd
polimindkkal. Az alabbiak koziil mely tipussal végezhetjiik el ezt?
A) 3 x1l-es B) 2 x 3-as C) 1 x6-0s D) 5 x4-es E) 2 x5-6s

11.20. (M) Legaldbb hany fekete béastyat kell a sakktablara helyezni ahhoz, hogy ha egy tovabbi
fehér bastyat feltesziink a tabla tetszoleges mezGjére, akkor biztosan legyen olyan fekete bastya,
amelyik titi a fehéret?

A) 8 B) 15 C) 7 D) 4 E) 16
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12. FEJEZET
Kombinatorikus geometria

12.1. (M) Legfeljebb hany egyenest hataroz meg
a) b b) 6 c) 10 d)n
pont a sikon?

12.2. (M) Hogy helyezkedhet el 7 kiilonb6z6 pont a sikon, ha 9 egyenest hatdroznak meg?

12.3. [13] Vegyiink fel 7 kiilénb6z6 pontot a sikon ugy, hogy ha azokat paronként 6sszekotjiik,
akkor Osszesen 14 kiilonb6z6 egyenest kapjunk!

12.4. Legfeljebb hany metszéspontja lehet 4 kornek és 3 egyenesnek ?

12.5. Adott néhany pont. Mindegyik kett6t keresztiil egyenest hizunk. Legaldbb hany pont
lehetett, ha igy 153 egyenest kaptunk?

12.6. (M) Ha&ny atléja van egy konvex n-szognek?
12.7. Hany oldalid az a konvex sokszog, amelynek 189 atléja van?

12.8. Adott a sikon 5 pont. Mindegyik harom ponton &t kort rajzolunk. fgy hany kiilénb6z6
kort kaphatunk? Adjuk meg az Gsszes lehetOséget !

12.9. (M) Helyezziink el minél t&bb pontot a sikon tgy, hogy koziiliik barmelyik harom egyenld
szara haromszoget alkosson.

12.10. (M) Legfeljebb hany kozos pontja lehet két hatszog keriiletének ?
12.11. (M) Legfeljebb hany kozos pontja lehet egy hatszog és egy hétszog keriiletének ?

12.12. (M) Két darab n oldali sokszog 80 pontban metszi egymast. Legaldbb mekkora n
értéke?

12.13. (M) Hény kozos pontja lehet egy n-szognek és egy kornek?

12.14. (M) Rajzoljunk énmagét metsz6 zart toréttvonalat, melynek minden szakaszét pon-
tosan egy masik szakasz metszi. Legaldbb hany szakaszbdl all a toéréttvonal ? Lehet-e a szakaszok
szama 77

12.15. (M) Adott n &ltaldnos helyzetii pont a sikon. Igazoljuk, hogy
a) van olyan egyenes, amely pontosan k-t valaszt el a tobbitél.
b) van olyan kor, amely belsejében pontosan k pont van. (k < n)

12.16. (M) Adott n altaldnos helyzeti pont a sikon. Igazoljuk, hogy van olyan kér, amely
legaldbb hidrom ponton 4thalad, de belsejében egy sincs az adott pontok koziil.

12.17. (M) Adott 5 altaldnos helyzetii pont a sikon, nincsenek mind egy koron. Igazoljuk, hogy
kivalaszthaté koziiliik 2 Ggy, hogy a méasik hdrom koré irt kérnek az egyik belsd, a masik kiils6
pontja.
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12 fejezet. Kombinatorikus geometria

12.18. (M) Adott 6 altaldnos helyzeti pont a sikon. Meghiztuk az Osszes olyan szakaszt,
amelyik két pontot kot Ossze. Kiszinezhetok-e ezek a szakaszok 5 szinnel dgy, hogy minden
pontbdl csupa kiilénb6z06 szinl szakasz induljon?

12.19. (M) Adott n éltalanos helyzetii pont a sikon. Igazoljuk, hogy kiszinezhet6k k szinnel gy,
hogy ha az azonos szinli pontok kézott ugyanezzel a szinnel meghtizzuk az 6sszekoto szakaszokat,
akkor a kiilonb6z6 szinti szakaszok ne messék egymaést.

12.20. (M) n &ltaldnos helyzetii egyenes metszéspontjai legfeljebb hany egyenest hatarozhatnak
meg.

12.21. (M) Adott hat pont. Az altaluk meghatarozott szakaszok felezémerélegeseinek legfeljebb
hany metszéspontja lehet?

12.22. (M) Adott 5 egyenes. Tekintsiik barmely két egyenes szogfelez6it. A szogfelez&knek
hany metszéspontja lehet?

12.23. (M) Vegyiink egy konvex n-szoget, és tegyiik fel, hogy semelyik 4tldja nem megy at egy
ponton. Hany metszéspontja van az atléinak?

12.24. (M) Rajzoljunk a sikra n kort. A kapott sikrészeket szinezziik ki 2 szinnel gy, hogy
két sikrészt kiilonb6zé szintire festiink, ha van kozos hatariviik. (kozos hatarpont esetén nem.)
Bizonyitsuk be, hogy ilyen szinezés mindig elvégezhetd!

12.25. Nagymama alméspitét siit egy téglalap alaku tepsibe. Egyik irdnyban 5, a mésik irdny-
ban 8 téglalap alakd részre vagja.

Pistike a konyhakéssel egy egyenes mentén végigviaghatja a siiteményt és azokat a szeleteket,
amelyikbe belevag, megeheti. Legfeljebb hany rész juthat igy Pistikének?

12.26. (M) Hény részre osztja a sikot n altaldnos helyzet{i egyenes?
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13. FEJEZET
Kombinatorikus geometria (teszt)

A 13.1-13.10. feladatok a ,,kozép” szintnek, a 13.11-13.20. példak az ,,emelt” szint kdvetelményeinek
felelnek meg.

13.1. (M) Legfeljebb hany metszéspontja lehet 5 egyenesnek a sikon?
A) 10 B) 5 C) 25 D) 20 E) 12

13.2. (M) Legfeljebb hiany metszéspontja lehet 2 kornek és 3 egyenesnek?
A) 2 B) 30 c) 17 D) 11 E) 32

13.3. (M) Adott néhdny pont. Mindegyik kettén keresztiil egyenest hizunk. Legaldbb hany
pont lehetett, ha igy 21 egyenest kaptunk?
A) 6 B) 7 C) 8 D) 9 E) 11

13.4. (M) Legfeljebb hany kozos pontja lehet két négyszog keriiletének ?
A) 4 B) 8 C) 12 D) 14 E) 16

13.5. (M) Legfeljebb hany részre osztja a sikot 3 kor?
A) 3 B) 4 C) 6 D) 8 E) 9

13.6. (M) Hany kozos pontja lehet egy 7-szognek és egy kornek?
A) 7 B) 12 Cc) 1 D) 28 E) 6

13.7. (M) Adott 4 pont. Az altaluk meghatdrozott szakaszok felez6merdlegeseinek legfeljebb
hany metszéspontja lehet?
A) 7 B) 4 C) 8 D) 5 E) 6

13.8. (M) Adott 5 piros és két kék pont a sikon, semely hdrom nincs egy egyenesen. Jelolje a

harom piros pont altal meghatdrozott haromszogek szamat x, a két piros és egy kék cstucsiak

szamat y, az egy piros és két kék csicsiak szamat z. Mi az x, y, z nagysag szerinti sorrendje?
A) z<y<z B) z<y<ux C) z<z<y D) z<z<y
E) y<z<uz

13.9. (M) Két darab n oldali sokszog 7 pontban metszi egymaést. Legaldbb mekkora n értéke?
A) 7 B) 5 C) 4 D) 6 E) 8

13.10. (M) Hény testatloja van egy szabélyos 6tszog alapi hasdbnak? (A testatlé két cstcsot
kot Ossze és a test belsejében fut.)
A) 5 B) 10 C) 20 D) 35 E) 30

13.11. (M) Legfeljebb hany metszéspontja lehet 3 kornek és 4 egyenesnek ?
A) 12 B) 43 C) 34 D) 21 E) 36
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13 fejezet. Kombinatorikus geometria (teszt)

13.12. (M) Legfeljebb hany kozos pontja lehet egy hatszog és egy 6tszog keriiletének, ha a
kozos pontok szama nem végtelen ?
A) 30 B) 11 Cc) 12 D) 56 E) 24

13.13. (M) Legfeljebb hany részre osztja a sikot 4 kor?
A) 14 B) 16 C) 15 D) 12 E) 8

13.14. (M) Hany testatloja van egy szabédlyos dodekaédernek? (A testatld két csticsot kot dssze

és a test belsejében fut.)
A) 100 B) 400 C) 170 D) 160 E) 144

13.15. (M) Adott 6t pont. Az altaluk meghatarozott szakaszok felez6merdlegeseinek legfeljebb
hany metszéspontja lehet?
A) 25 B) 16 C) 20 D) 10 E) 45

13.16. (M) Egy tnmagét nem metsz6 konkav hatszognek legkevesebb hény &tlja lehet, amely
teljesen a hatszog belsejében van?
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

13.17. (M) Két darab n oldali sokszog 25 pontban metszi egymast. Legalabb mekkora n
értéke?
A) 10 B) 4 C) 8 D) 5 E) 6

13.18. (M) Egy kocka csiicsai hany egyenldszart haromszoget hatdroznak meg?
A) 12 B) 32 C) 22 D) 16 E) 26

13.19. (M) Haény kitérd élparja van egy szabdalyos oktaédernek?
A) 6 B) 9 C) 12 D) 8§ E) 4

13.20. (M) Adott 6t pont a sikon, semely hdrom nincs egy egyenesen, a koztik futé 10 szakasz
koziil 3 piros, a tobbi kék. Legfeljebb hanyféleképpen valaszthatunk az 6t pont kéziil harmat
agy, hogy a koztiik futd szakaszok kozt mindkét szin eléforduljon?

A) 8 B) 10 C) 5 D) 6 E) 7
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14. FEJEZET
Jatékok

14.1. (M) Bekereteziink a négyzetracsos fiizetben egy

a) 1 x 9-es b) 1 x 10-es c) 5 x 5-0s

téglalapot. Két jatékos felvaltva foglalhat le egy mezdt, vagy két szomszédosat. Az nyer, aki
az utols6 mezo6t lefoglalja. Kinek van nyer6 stratégidja, a kezdének vagy a masodszorra 1ép6
jatékosnak ? Hogyan érdemes jatszani?

14.2. (M) A sakktdblara tesziink egy kiralyt. Ezzel a két jatékos felvaltva 1éphet de csak balra,
vagy lefele, vagy atlésan balra-le. Az nyer, aki a bal alsé sarokba tudja htzni a kirdlyt.

Kinek van nyerd stratégiaja, a kezdének vagy a masodszorra 1ép6 jatékosnak ? Hogyan érdemes
jatszani?

14.3. (M) Kezd6 kimondja az egyet, Méasodik a kett6t, ezek utén felvdltva mondanak egy
szamot, mely az el6z6leg mondott szamnal legalabb eggyel nagyobb, de legfeljebb a kétszerese.
Az nyer, aki kimondja a 100-at.

14.4. (M) Van hdrom kupac kavicsunk, ezekben 1, 2, 3 kavics. A két jatékos felvaltva vehet
el néhany kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni. Az nyer, aki az utolsé
kavicsot elveszi.

14.5. (M) Tiz darab tizforintost kor alakban, ,fej”-jel folfelé helyeztiink el. Két jatékos felvaltva
forgatja az érméket, csak ,fej”’-rél ,iras”-ra lehet forgatni. Egy lépésben egy vagy pedig két
szomszédos érmét fordithatnak meg. Az nyer, aki utolséként tud forditani.

Kinek van nyero stratégiaja, a kezdének vagy a masodszorra 1ép6 jatékosnak ? Hogyan érdemes
jatszani?

14.6. Egy 5 x 7-es ,sakktdblara” teszlink egy bastyat. Ezzel a két jatékos felvaltva léphet de
csak balra, vagy lefele (tetszOleges szami mezét). Az nyer, aki a bal alsé sarokba tudja hizni a
bastyat.

Kinek van nyerd stratégiaja, a kezdének vagy a masodszorra 1ép6 jatékosnak ? Hogyan érdemes
jatszani?

14.7. Egy 5 x 7-es ,sakktablara” tesziink egy vezért. Ezzel a két jatékos felvaltva léphet de csak
balra, lefelé, vagy atlésan balra lefelé (tetszéleges szami mez6t). Az nyer, aki a bal alsé sarokba
tudja htzni a vezért.

Kinek van nyero stratégiaja, a kezdének vagy a masodszorra 1ép6 jatékosnak ? Hogyan érdemes
jatszani?

14.8. (M) Az asztalon van 40 db gyufaszal, s felvaltva vesznek ketten 2,3,4 vagy 5 szélat. Az
nyer, aki utolséként vesz. Kinek van nyerd stratégiaja?

14.9. (M) Ketten felvaltva mondanak szamokat. A kezd6 elészor 1-et mond. A soron kévetkezd
jatékos az el6zoleg elhangzott szamnal legaldbb 1-gyel nagyobbat mond, de nagyobb szdmot nem
mondhat, mint az el6zdleg elhangzott szdm és e szam jegyeinek Osszege. Az nyer, aki kimondja
a szazat. Kinek van nyerd stratégiaja?
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14 fejezet. Jatékok

14.10. (M) Egy asztalra két jatékos felviltva tehet egyforintosokat. Az érmék nem fedhetik
egymast. Az nyer, aki utoljara tud tenni. Erdemes-e kezdeni? Hogyan jatsszunk?

14.11. (M) Egy szabdalyos 12 oldali sokszogben ketten felvaltva atldokat hiznak be ugy, hogy
azok a sokszOg belsejében egymast nem metszhetik. Az veszit, aki nem tud 1épni. A kezd6
nyerhet. Hogyan?

14.12. (M) Van egy 8 x 8-as csokitdblank, melynek bal felsé kockéja mérgezett. Két jatékos
felvaltva tor a tablabdl tgy, hogy valamelyik mezot kivalasztja, s az Osszes téle jobbra és lefelé
es6 kockat letori. Az veszit, aki kénytelen a mérgezett kockat elvenni. Mutassuk meg, hogy a
kezd6 megnyerheti a jatékot!

14.13. (M) Két jatékos felvaltva szinezi a kocka 3-3 élét pirosra ill. feketére. Az a gy6ztes, aki
a kocka valamely lapjanak mind a négy élét sajat szinével be tudja szinezni. Melyik jatékosnak
van nyerd stratégiaja?

14.14. (M) Bekereteziink a négyzetracsos fiizetben egy 8x9-es téglalapot. A jatékosok ezen
belill felvaltva valaszthatnak ki 3 olyan racspontot, melyek haromszoget hatdroznak meg. A
héromszogeket gy kell kivalasztani, hogy keriiletiiknek ne legyen kozos pontja. Az nyer, aki
utoljara tud még hdromszoget rajzolni.

14.15. (M) Az 1, 2, 3, .. 101 szdmokbdl ketten felvaltva vesznek el 9 szamot. 11 1épés utan 2
szam marad. Kezdd nyer, ha kiilénbségiik 55. Megnyerheti-e biztosan a kezdé a jatékot ?

14.16. (M) Az asztalon van n = 24 kavics. Elvehet$ k kavics, ha az asztalon levé kavicsok
szama és k relativ primek. Ketten vehetnek el felvaltva és az nyer, aki az utolsé kavicsot veszi
el. Gondoljuk meg a feladatot més n értékekre is.

14.17. (M) Péter és Pal a kovetkezo jatékot jatsszak: El6szor Péter mond egy egynél nagyobb
egyjegyl egész szamot, majd Pal ezt megszorozza az egynél nagyobb egyjegyll egész szamok
valamelyikével. Ezutan Péter szorozza meg az eredményt az egynél nagyobb egyjegyli egész
szamok valamelyikével, s igy tovabb. Az nyer, aki elészor tud 1995-nél nagyobb szdmot mondani.
Melyik szamot kell Péternek el6szor mondania, hogy iigyesen jatszva meg tudja nyerni a jatékot ?

14.18. (M) Két jatékos felvaltva foglal le egész szdmokat. A kezd8 akkor nyer, ha a szdmai
kozt lesz 3 egymads utdni, kiillonben a masodik gyéz. Kinek van nyer stratégiaja?

14.19. (M) Van két kupac kavicsunk, az egyikben n = 8, a mdasikban k£ = 12 kavics. A két
jatékos felvaltva vehet el néhany kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni.
Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.

14.20. (M) Van t6bb kupac kavics. Pl. legyen ezekben 4, 6, 11, 15, 17, 18 kavics. Ketten
vehetnek el felvaltva valamelyik kupacbdl egy kavicsot. Az nyer, aki az utolsé kavicsot veszi el.

14.21. (M) Van t6bb kupac kavics. Pl. legyen ezekben 4, 6, 11, 15, 17, 18 kavics. Ketten ve-
hetnek el felvaltva kavicsokat. Legalabb egy kavicsot el kell venni, akarhany kupacbdl vehetiink,
de barmelyikbdl legfeljebb csak egyet.

14.22. (M) [10] Leirjuk a pozitiv egészeket sorban és tesziink egy piros korongot a 8-asra, egy
kéket pedig a 13-asra. A két jatékos felvaltva mozgathat egy altala valasztott korongot gy, hogy
az egy kisebb szamra keriiljon, de a kék mindig csak nagyobb szamra kertilhet, mint amin a piros
all. Az nyer, akinek lépése utén a piros az l-en a kék a 2-n lesz.
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15. FEJEZET
Jatékok (teszt)

A 15.1-15.10. feladatok a ,,kozép” szintnek, a 15.11-15.20. példak az ,emelt” szint kbvetelményeinek
felelnek meg.

15.1. (M) 50 kavicsbdl felvaltva vesz el A és B kavicsokat, A kezd. Legaldbb 1 és legfeljebb
8 kavics vehetd el egyszerre. Az nyer aki az utolsé kavicsot elveszi. Hany kavicsot vegyen el az
elsé 1épésben A7 A) 5 B) 1 C) 4 D) mindegy mennyit, mindenképpen
B nyer E) 8

15.2. (M) Bekereteziink a négyzetracsos fiizetben egy

1 x 9-es, téglalapot. Két jatékos felviltva foglalhat le egy mezét, vagy két szomszédosat. Az
nyer, aki az utols6 mez6ét lefoglalja. A kezdd jatékos lefoglalta a 4. mez6t. Melyik mez6t, ill.
mezoket foglaljuk le ez utan, ha szeretnénk nyerni?

A) mindegy, mindenképpen a kezd$ nyer B) az 5. mez6t

C) a 6. mezbt D) az 5. és 6. mezt

E) a9. mez6t

15.3. (M) Az asztalon van 50 gyufa, ebbél felvaltva vesz el A és B. A kezd. Egy 1épésben el
lehet venni legalabb 2, legfeljebb 6 gyufat. Az nyer, aki az utolsot elveszi. Hany gyufat vegyen

el A az els6 1épésben?
A) 4 B) 5 C) 3 D) 6 E) 2

15.4. (M) Egy éra lapjara minden érahoz tettiink egy-egy tizforintost kor alakban, ,fej”-jel
folfele. Osszesen 12 darabot. Két jatékos felviltva forgatja az érméket, csak ,fej”-rél ,irds”-ra
lehet forgatni. Egy 1épésben egy vagy pedig két szomszédos érmét fordithatnak meg. Az nyer,
aki utolsoként tud forditani. A kezdé a 7 és 8 drandl levo két érmét forditotta meg. Melyik drandl
levét kell megforditani a masodiknak ez utan?

A) 1és2 B) 9¢és10 C) 3 D) 4¢és5 E) 12

15.5. (M) Az 1, 2, 3, .. 101 szdmokbdl ketten felviltva vesznek el 2 szamot. 50 1épés utan 1
szam marad. Kezd6 nyer, ha a megmaradt szam paros. Melyik kezd6 1épéssel nyerhet a kezd6?
A) 1és2 B) 1és3 C) 2és4 D) 1és101 E) Ha a mésodik jél jatszik,
akkor nem nyerhet a kezdé.

15.6. (M) Az asztalon van n = 30 kavics. Elvehet6é k kavics, ha az asztalon levé kavicsok
szama és k relativ primek. Ketten vehetnek el felvaltva és az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Kezd§ elvett 7 kavicsot. Hany kavicsot vegyen el Masodik? A) Mindegy mennyit vesz
el, mindenképpen Kezdé nyer. B) 7 C) 4 D) 16 E) 20

15.7. (M) Van két kupac kavicsunk, az els6ben n = 7, a masodikban k = 15 kavics. A két
jatékos felvaltva vehet el néhdny kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni.
Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi. Mi legyen Kezd6 elsé 1épése? A) Az els6 kupacbél
vegyen el 3-at. B) A maésodik kupacbél vegyen el 1-et. C) A miésodik kupacbdl vegyen
el 8-at. D) Az esl6 kupacbdl vegyen el 5-6t. E) Mindegy hogyan kezd, mindenképpen
Misodik nyer.
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15 fejezet. Jatékok (teszt)

15.8. (M) Van t6bb kupac kavics. Pl. legyen ezekben 3, 7, 12, 17, 23 kavics. Ketten vehetnek
el felvaltva valamelyik kupachél egy kavicsot. Az nyer, aki az utolsé kavicsot veszi el. Melyik
igaz? A) Kezd8 nyerhet, ha el6szor a 12-es kupacbdl hiz. B) Maisodik csak ugy
nyerhet, ha Kezd6 elészor a 12-es kupacbdl hiz. C) D) K E) e

zd6 mindenképpen meg tudja nyerni a jatékot.Masodik mindenképpen meg tudja nyerni a
jatékot.Az nyeri a jatékot, aki el0szor hiz a 12-es kupacbdl.

15.9. (M) Leirjuk a pozitiv egészeket sorban és tesziink egy piros korongot a 6-osra, egy kéket
pedig a 16-osra. A két jatékos felvaltva mozgathat egy éltala vélasztott korongot gy, hogy az
egy kisebb szamra keriiljon, de a kék mindig csak nagyobb szdmra keriilhet, mint amin a piros
all. Az nyer, akinek lépése utan a piros az l-en a kék a 2-n lesz. Kezd§ els6 1épésében a kéket
a 1l-re mozgatta. Melyik igaz? A) Maésodiknak most a pirosat kell a 3-ra mozgatni.
B) Kezd6 biztosan nyerni fog. C) Misodik megnyerheti a jatékot. D) Misodiknak
most a kéket kell a 9-re mozgatni. E) Kezd6nek a 11 helyett a 12-re kellett volna mozgatnia.

15.10. (M) Van hirom kupac kavicsunk, ezekben 1, 2, 3 kavics. A két jatékos felviltva vehet
el néhany kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni. Az nyer, aki az utolsd
kavicsot elveszi. Kezd6 a 3-as kupacbdl vett el 1-et. Mit 1ép a Masodik ? A) Az l-es kupac
kavicsat elveszi. B) Valamelyik kettesbél elvesz 1-et. C) Valamelyik kettesbél elvesz
2-6t D) Barmit 1ép, mindenképpen Kezdé nyer. E) Barmit léphet, mindenképpen
Mésodik nyer.

15.11. (M) 25 kavicsbdl felvaltva vesz el A és B kavicsokat, A kezd és elvesz 1 kavicsot. B a
méasodik 1épésben elvehet 1, vagy 2 kavicsot. A a harmadik 1épésben elvehet 1, 2 vagy 3 kavicsot
és igy tovabb: az i-dik 1épésben elvehetd 1, 2, ..., i kavics. Az nyer aki az utolsé kavicsot elveszi.
Az els6 négy lépésben mindig egy-egy kavicsot vettek el a jatékoskok. Hanyat kell most B-nek

elvenni?
A) 1 B) 2
C) 3 D) 4

E) Mindegy, mindenképpen A nyer.

15.12. (M) Bekereteziink a négyzetracsos fiizetben egy

1 x 12-es, téglalapot. Két jatékos felvaltva foglalhat le egy mezdt, vagy két szomszédosat. Az
nyer, aki az utols6 mezot lefoglalja. A kezdd jatékos lefoglalta a 7. mez6ét. Melyik mezot, ill.
mezoket foglaljuk le ez utan, ha szeretnénk nyerni?

A) 5.és6. B) 4.és5. C) 3.és4. D) 9. E) 1

15.13. (M) Kezd6 kimondja az egyet, Masodik a kettét, ezek utdn felvdltva mondanak egy
szamot, mely az el6z0leg mondott szamnal legalabb eggyel nagyobb, de legfeljebb a kétszerese.
Az nyer, aki kimondja a 80-at. Ha az els6 harom kimondott szam az 1, 2, 4, mit mond a kévetkezd
lépésben a Masodik?

A) 5 B) 6

C) 7 D) 8

E) Mindegy, Kezdé mindenképpen nyerhet.

15.14. (M) A sakktéblara tesziink egy kirdlyt (e6)-ra. Ezzel a két jatékos felvaltva léphet de
csak balra, vagy lefele, vagy atlésan balra-le. Az nyer, aki a bal als6 -(al) jeli- sarokba tudja
hizni a kirdlyt. Melyik igaz? (A)

A:;B:; C:; D:; E:; A) Kezdé bitosan nyerhet, ha az (e5)-re mozdit. B) Kezd6
biztosan nyerhet, ha a (d6)-ra mozdit. C) Kezd6 biztosan nyerhet, ha a (d5)-re mozdit.

AR



15 fejezet. Jatékok (teszt)

D) Ebbél a kezdbhelyzetbdl Kezdé nem nyerhet biztosan. E) Kezdé mindenképpen ny-
erni fog.

15.15. (M) Az 1, 2, 3, .. 101 szdmokbdl ketten felvaltva vesznek el 3 szamot. 33 1épés utan 2
szam marad. Kezdo nyer, ha 6sszegiik paros. Melyik igaz? A) Ha kezd§ az 1,2,3 szamokat
veszi el el6szor, akkor nem nyerhet. B) A jatékot mindig a mésodik nyeri. C) Haa
kezdo a 10. 1épésnél nem megfelelé szamokat vesz el, akkor masodik nyerhet. D) A kezdd
mindig nyerhet. E) A kezd§ csak ugy nyerhet, ha az 1,2,3 szdmokat veszi el elészor

15.16. (M) Egy 8 x 8-as sakktdblara tesziink egy bastyat a (h4)-re. Ezzel a két jatékos felvaltva
léphet de csak balra, vagy lefele 1,2 vagy 3 mezét. Az nyer, aki a bal als6 -(al) jelii- sarokba tudja

hizni a béstyat. Melyik igaz? A) Masodiknak van nyer6 stratégiaja. B) Kezdének
nyer$ stratégidja szerint az elsé lépése (h3). C) Kezdének van nyerd stratégidja, el6szor
a (ed)-re kell lépnie. D) Kezdének van nyerd stratégiaja, el6szor a (gd)-re kell 1épnie.

E) Kezd6nek van nyerd stratégidja, eldszor a (h2)-re kell 1épnie.

15.17. (M) Van két kupacunk, az egyikben 38, a masikban 83 kavics. A és B felvaltva vehetnek
el legalabb egy, legfeljebb 4 kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni kavicsot.
A kezd és a 83-asbol elvesz kettét. Mit 1épjen most B?

A) Mindegy, mindenképpen A nyerni tud. B) A 38-asbdl vegyen el 1-et.

C) A 81-esbdl vegyen el 3-at. D) A 8l-esbdl vegyen el 1-et.
E) A 38-asbdl vegyen el 4-et.

15.18. (M) Leirjuk a pozitiv egészeket sorban és tesziink egy piros korongot a 8-asra, egy
kéket pedig a T-esre. A és B felvaltva mozgathat egy altala valasztott korongot gy, hogy az egy
kisebb szédmra keriiljon, A kezd. A korongok lehetnek ugyanazon a szdmon. A piros korong szdma
legfeljebb 3-mal, a kék korong szama legfeljebb kettével csékkenhet. Az nyer, akinek 1épése utan
a piros és a kék is az 1-n lesz. Hogy kezdjen A?

A) Mindegy, mindenképpen B nyerni tud. B) A pirosat mozgassa a 7-re.

C) A pirosat mozgassa a 6-ra. D) A kéket mozgassa az 5-re.

E) A kéket mozgassa a 6-ra.

15.19. (M) Az asztalon van n = 35 kavics. Elvehetd k kavics, ha az asztalon levé kavicsok
szama és k relativ primek. Ketten vehetnek el felvaltva és az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Melyik igaz? A) Ha Kezd6 jol jatszik, akkor Masodik soha nem vehet el 17-et. B) Ha
Kezd6 12-6t vesz el, akkor biztosan nyerhet. C) A Misodik biztosan nyerhet, ha Kezdd
el6szor 17-et vesz el. D) Kezdé csak egy megfelel§ kezdd 1épéssel tud nyerni. E) Ha
Kezd6 11-et vesz el, akkor nyerhet.

15.20. (M) Van harom kupac kavicsunk, ezekben 2, 5, 6 kavics. A két jatékos felvaltva vehet
el néhany kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupacbdl szabad elvenni. Az nyer, aki az utols

kavicsot elveszi. Kezd6 az 5-6s kupacbdl vett el 2-6t. Mit 1ép a Masodik ?
A) A 2-esbél vesz el 1-et. B) A 6-0sbdl vesz el 2-6t.

C) A 3-asbdl vesz el 2-6t. D) A 6-0sbdl vesz el 5-6t.
E) A harmasbdl vesz el 1-et

A0
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16. FEJEZET
A teljes indukcio

16.1. (M) A Bergengéc Agyveldfejlesz6 Iskola tanévzard értekezletén tobben felvetették, hogy
altalaban a tanév els6 napjan semmit nem lehet még tanitani, ezért javasoltak, hogy ez a tanitasi
nap maradjon el. Mi kdvetkezik ebbdl?

16.2. (M) Repilé Rezs6 magasugrébajnok igy emlékezett vissza palyafutdsinak kezdetére:
,Eletem legels6 edzésén sikeriilt dtugrani a 10 cm-es magassagot. Majd észrevettem, hogy ha
egy x cm-es magassagot sikeriil dtugrani, akkor kicsit alaposabb koncentralassal, nagyobb neki-
futassal az (z+1) cm-es magassagot is 4t tudom ugrani.”

Mire kévetkeztethetiink ez alapjan?

16.3. (M) a) Felvighaté-e egy négyzet 10 négyzetre? A darabok lehetnek kiilonb6z6 méretiiek.
b) Felvighaté-e egy négyzet 1234567 darab négyzetre?

16.4. (M) Felvighaté-e egy haromszog n hdromszogre, melyek az eredetihez hasonlok, ha n >
>57

16.5. A 10 mely hatvanyai dllithatdk el6 két pozitiv négyzetszam 6sszegeként ?

16.6. (M) A sikot néhany egyenes tartoményokra osztja. Kiszinezhet6k-e ezek két szinnel ugy,
hogy a kozos hatarszakasszal rendelkez6 tartomanyok kiilénb6zo szintiek legyenek ?

16.7. (M) A kormérkozéses iskolai ping-pong bajnoksdgot kovetéen, vacsoraosztds elétt a
versenyzoket libasorba szeretnénk allitani tigy, hogy mindenki el6tt, kivéve persze a sorban leg-
elsOt, olyan ember alljon, akitél kikapott. Megtehetjiik-e ezt minden esetben?

16.8. (M) Az 1, 2, ..., n szdmok egy sorrendjében két szam inverzidban all, ha a nagyobb
megel6ézi a kisebbet. Példaul n=>5 esetén a 42513 sorrendben az inverziéban allé6 parok a 4-2,
4-1, 4-3, 2-1, 5-1, 5-3. Az Osszes inverzié szdma 6 és példaul a 2 két méasik szammal 4ll inverzidban.
a) Igazoljuk, hogy n = 7 esetén van olyan sorrend, amikor minden szdm két mdsikkal all
inverziéban.
b) Mely n esetén van olyan sorrend, amikor minden szdm 3 masikkal &ll inverziéban?

16.9. (M) Haény részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

16.10. (M) Mutassuk meg, hogy minden n > 0 esetén egy n elemil halmaznak ugyanannyi
paros elemi részhalmaza van, mint paratlan elemt.

16.11. (M) Egy n eleml halmaz részhalmazai elhelyezheték-e egy kor mentén ugy, hogy két
szomszédos részhalmaz legfeljebb egyetlen elemben kiilénb6zzon ?

16.12. (M) Legyen H = {2,3,...,n}. Tekintsitk H nem iires részhalmazaiban az elemek szorza-
tat. Mennyi ezen szamok reciprokosszege? Pl. n = 4 esetén

1+1+1+1+1+1 1 3
2 3 4 6 8 12 24 2
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16 fejezet. A teljes indukci6

16.13. (M) Fiiggonyt szeretnénk felcsipeszelni. Akkor konnyii egyenletesen elosztani a csipeszeket,
ha el6szor felesiptetjiik a két szélét, majd a kozte levo részt felezziik, aztan a csipeszek kozotti
részeket tovabb felezziik és igy tovabb.

Héany csipesz legyen a karnison, hogy ez a mdédszer miikodjon?

16.14. (S) Bontsunk fel egy héromszoget kis haromszogekre gy, hogy barhogyan kivalaszt-
va harom pontot a felbontast adé haromszogek cstcsai koziil azok ne essenek egy egyenesre.
Igazoljuk, hogy a felbontdasban szerepld kis haromszogek szama csak paratlan szam lehet.

16.15. (M) n > 4 idés holgy mindegyike tud egy pletykdt, azonban csak telefonon tudnak
beszélni egymassal. Mutassuk meg, hogy 2n — 4 hivassal megoldhatd, hogy mindenki ismerje
mindegyik pletykéat.

16.16. (M) Mutassuk meg, hogy az 1, 2, ..., 3* szdmok koziil kivalaszthaté 2% kiilonboz6 szam
agy, hogy barmely két kivalasztott szam szamtani kdzepe ne legyen kivélasztott.

16.17. (M) a) Mely péros szamok irhaték fel két pozitiv, paros, dsszetett szam Gsszegeként ?
b) Mely paros szamok irhatdk fel harom pozitiv, paratlan, Gsszetett szdm Osszegeként ?

16.18. (M) Igazoljuk, hogy:

n n n )
a) ;izw; b) Z:li?:w; c) Z:lig:(n(n;rl)) .
16.19. (M) Igazoljuk, hogy:
a) 3 i(i+1) = Mgt b) > by =1 4.
=1 i=1
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17. FEJEZET
A teljes indukcio (teszt)

A 17.1-17.10. feladatok a ,,kozép” szintnek, a 17.11-17.20. példak az ,,emelt” szint kdvetelményeinek
felelnek meg.

17.1. (M) Melyik a legkisebb x, amire igaz: Felvighat6 egy négyzet x négyzetre. A darabok
lehetnek kiilonb6z6 méretiiek.
A) z=2 B) z=3 C) z=4 D) z=5 E) z=38

17.2. (M) Melyik a legkisebb n, amire igaz: Felvaghat6 egy szabalyos haromszog n haromszo-
gre, melyek az eredetihez hasonldk.
A) n=3 B) n=4 C) n=5 D) n=6 E) n=9

17.3. (M) A 13 mely hatvényai allithatok el két pozitiv négyzetszam Osszegeként ? A) Csak
azok, ahol a hatvanykitevd paros. B) Csak azok, ahol a hatvanykitevo paratlan. C) Csak
az els6 hatvanya. D) Minden pozitiv egész kitevés hatvanya. E) Csak az els6 és ma-
sodik hatvanya.

17.4. (M) A sikot 12 egyenes tartomanyokra osztja. Legalabb k szinnel tudjuk ezeket kiszinezni
ugy, hogy a kozos hatarszakasszal rendelkez6 tartoméanyok kiilonb6z6 szintiek legyenek. Hataroz-
zuk meg k-t.

A) k=2 B) k=12 C) k=24 D) k=(3) E) k=6
17.5. (M) Melyik 4llitas, tétel bizonyitasanal érdemes teljes indukciét hasznédlni? A) Pitagorasz
tétel. B) A primek szama végtelen. C) Az elsé n pozitiv paratlan szam Gsszege né-
gyzetszam. D) A hiromszog szogeinek Osszege 180° E) 8 négyzetszam kozt van kettd,

melyek kiilonbsége oszthatéd 10-zel.

17.6. (M) Legyen H = {1,2,3,...,2n}. Mennyi a H halmaz elemeinek Gsszege?

A) 202+4n B) nrtl c) nentl) D) 2nCn-l) E) n2+2n
17.7. (M) Legyen H = {1,2,3,...,n}. Tekintsik H nem ftires részhalmazaiban az elemek
Osszegét. Mennyi ezen szdmok osszege? (Pl n = 2 esetén 1+2+3=6)

A) ot B) n! C) (n+1) D) 2nt!

E) ”(”2+1) . 2n—1

17.8. (M) Haény részhalmaza van egy n + 1 elemil halmaznak?
A)  (n+1)? B) 2» c) 3 D) 2ntt E) (n+1)

17.9. (M) Legyen H = {1,2,3,...,n}. Melyik igazolhat6 teljes indukci6val minden n > 3-
ra? A) H-nak t6bb hiromelemii részhalmaza van, mint kételemdi. B) H elemeinek
Osszege % C) H-nak eggyel tobb pératlan elemi részhalmaza van, mint paros elemd.

D) H legtobb elemii részhalmazédban az elemek atlaga egész. E) H elemeinek &sszege
n(n—1)
2
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17.10. (M) Ebben a feladatban a valtozdk egész szdmokat jelolnek. A koordinatasikot kiszinezték.
Tudjuk, hogy a (3;10) pont piros. Az aldbbiak koziil melyik teljesiilése esetén lesz a (30;100)
pont piros?

(p) Ha (z;y) piros, akkor (z + 1;y + 1) is piros.

(q) Ha (z;y) piros, akkor (x;y + 1) is piros.
(r) Ha (z;y) piros, akkor (z + 1;y) is piros.
A) () B) (q) C) () és (o)
D) (q) és (1) E) Az eléz6ek egyike sem.

17.11. (M) Egy 3n elemi halmaz részhalmazainak szdma:
A) 3" B) 2" c) 8¢ D) 27’ E) (3n)2

17.12. (M) Legyen H = {1,2,3,...,n}. Mennyi a H halmaz elemeinek négyzetosszege ?
A) (n2+n:)3§2n+1) B) n(n2+1) C) n(n—1)(n+1) D) (n(n;l))Q

E) (OG- ()

17.13. (M) Mennyi az eredmény, ha az n legkisebb pozitiv paratlan szdm reciprokosszegébol
kivonjuk az elsé n pozitiv paros szdm recoprokanak Osszegét ?
) 2
A) ie1 () B) Y. C) Y, % D) i, 4

E) Ty

17.14. (M) Mennyi egy 2n elemii halmaz azon részhalmazainak szama, melyekben péros sok
elem van?
22n

n TL2
A) 2n B) 4" c) 4 D) - E) 2

17.15. (M) Adott 200 allitas Ay, Ag, ..., A20o. Az aldbbiak koziil melyik teljesiilésébél kovetkezik,
hogy A1gg és Aggp igaz? A) A, igaz. Ha A; igaz, akkor A, 9 is igaz. B) Aj74igaz. Ha
A; igaz, akkor A;_s is igaz. C) A, igaz. Ha A; nem igaz, akkor A;_; sem igaz. D) An
igaz. Ha A; igaz, akkor A; 9 is igaz. E) Aj7igaz. Ha A; igaz, akkor A, 3 is igaz.

17.16. (M) A sikot 24 kor tartomanyokra osztja. Legalabb k szinnel ezeket mindig ki tudjuk
szinezni ugy, hogy a kozos hatarszakasszal rendelkezd tartomanyok kiilonbo6z6 szintiek legyenek.

Hatéarozzuk meg k-t.
A) 2 B) 4 C) 24 D) 6 E) 2%4

17.17. (M) Egy sorozat els6 eleme az 5, minden tovabbi elem az el6z8 3-szorosdndl néggyel
kisebb szdm. (Azaz a mésodik és harmadik elem 11 és 29.) Mi a sorozat n. tagjanak explicit
képlete?

A) 2n+1 B) 52n—1)+(-1)""'-4 C) 6n?—12n+11

D) 3"+2 E) 3-5—-4
17.18. (M) Melyik allitas bizonyitasanal érdemes teljes indukciét hasznélni? A) ndarab
irracionalis szdm Osszege mindig irraciondlis. B) n darab pozitiv szdm szorzata mindig
nagyobb, mint az Osszegik. C) n darab pozitiv szdm mértani kozepe kisebb egyenls, mint
a szamtani kozepiik. D) Az els6 n darab (n > 1) pozitiv egész reciprokdnak Osszege soha
nem egész. E) n darab irraciondlis szam szorzata nem lehet n.
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17.19. (M) Adott 200 allitds Ay, Asg, ..., Aogp. Az alabbiak koziil melyik teljesiilésébél kovetkezik,
hOgy A145 és A154 igaz?

(p) 4y igaz;

(q) Ag igaz;

(r) Ha A;j igaz, akkor Ajs is igaz;

(s) Ha Aj igaz minden j < k esetén, akkor Ay, is igaz.

A) pésr B) qésr C) s D) r,pésq E) qéss

17.20. (M) Adott 200 allitds Ay, Ag, ..., A2po. Az aldbbiak koziil melyik teljesiilésébél kovetkezik,
hogy A; és Asggg igaz?

(p) As igaz;

(q) Ag igaz;

(r) Ha A;j igaz, akkor Ajg; is igaz;

(s) Ha Aj igaz, akkor A;_» is igaz.

A) p,gqésr B) p,qéss C) p,réss

D) q,réss E) Az el6z6ek egyike sem.
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18. FEJEZET
Grafok

18.1. (M) Egy tarsasdgban 6t ember taldlkozott. Megkérdeztiik Gket, kinek hany ismerdse van
otiik kozott. A valaszok:

A: - Négy embert ismerek.

B: - Kevesebb ismerdsom van, mint A-nak.

C': - Ugyanannyi ismer6sém van, mint D-nek.

D: - Eggyel kevesebb ismer6sém van, mint E-nek.

E: - Paratlan szamu embert ismerek.

Ismeri-e egymast C és D?

18.2. (M) Rajzoljunk ,térképet”, amin 5 varos van, a varosok kozott utak.
a) Az egyes varosokbodl 1,2,2,3/4 it indul. Hany 1t van a térképen?
b) Az egyes varosokbdl 1,2,2,3,3 it indul. Hany 1t van a térképen?

18.3. (M) Igaz-e, hogy béarmely 9 tagu tarsasdgban van olyan ember, akinek péros szdmu
ismer6se van?

18.4. [7] Van-e olyan tiztagi tarsasig, amelyben az embereknek rendre
a) 4,3,3,3,3,3,3,3,3,3;
b) 9,3,3,3,3,3,3,3,2,0;
c) 9,3,3,3,3,3,3,3,2,2;
d) 9,9,9,8,8,8,7,6,4,4
ismer6se van? (Az ismeretséget kolesonosnek tételezziik fel.)

18.5. [11] Egy varos telefonkoézpontjaban szamontartjék, hogy a kézponthoz tartozé telefondl-
lomésok mindegyikérél hdny maésikat hivtak fel aznap (ha egy dllomdst tobbszor is felhivtak, azt
is csak egynek szamitjdk). Igaz-e, hogy van két telefondllomds, amelyrdl ugyanannyit hivtak?

18.6. [11] Egy tarsasdgban némely emberek kezet fogtak egymadssal. Igaz-e, hogy mindig van
két ember, aki ugyanannyiszor fogott kezet?

18.7. [11] a) Egy tarsasagban lejatszottak néhany sakkmérkézést. Barmely két ember legfeljebb
egy mérkozést jatszott egymas ellen. Bizonyitsuk be, hogy mindenképpen volt két olyan ember,
aki ugyanannyi emberrel mérkézott meg.

b) Igaz marad-e az allitas akkor is, ha megengedjik, hogy két ember t6bbszor is mérkézzon
egymassal ?

18.8. [11] Egy téncos estén négy fii és négy lany vett részt. Megkérdeztiik a lanyokat, hogy
hany fitval tancoltak és a kovetkezd valaszokat kaptuk: 3, 1, 2, 2. Megkérdeztiik a fitkat is,
hogy hany lannyal tancoltak és a kovetkezo valaszokat adtdk: 2, 2, 3, 2. Mutassuk meg, hogy
valaki nem az igazat mondta!

18.9. [11] a) Egy téncos estén 21 fiu és 21 lany vett részt. Minden fit vagy négy lannyal vagy
két ldnnyal tancolt, kivéve egyet, aki hat ldnnyal tancolt. Lehetséges-e, hogy minden ldny harom
vagy Ot fiaval tancolt?
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18 fejezet. Grafok

b) Egy 21 tagu tarsasigbdl mindenki két vagy négy masiknak irt levelet, kivéve egyet, aki hat
tarsanak irt levelet. Lehetséges-e, hogy mindenki harom vagy 6t levelet kapott?

18.10. (M) Adjunk meg, ha lehet olyan grafot, amelyben a fokszamok:
a) 1,2 34,5,6; b) 5,5, 5,6,6,6,7,7,7;

18.11. [2] Az 1. 4brdn néhany kozséget és a koztik futé utakat tiintettiik fel sematikusan.
Tudjuk, hogy a vidéken két buszjarat kozlekedik, melyek rendre az alabbi kozségeket keresik fel:
I. jarat: C, E, F, B; II. jarat: F, C, A, D.

a) b)

18.11.1. abra.

Az allomésok az egyes jaratokon a feltiintetett sorrendben kévetkeznek. Jeldljiik be a térképen
(kiilén a)-n, illetve b)-n) az A-nak megfelelé kozséget!

18.12. [11] Egy térsasidgban 6t hazaspar van jelen. Azok, akik nem ismerik egymadst, bemu-
tatkozasul kezet fognak egymadssal. Kovacs tir megkérdezi minden jelenlevotél, hogy hany ember-
rel fogott kezet és csupa kiillonbo6zé szamot kap valaszul. Hany emberrel fogott kezet Kovacsné?
Es Kovécs tr?

18.13. [11] Egy 0Osszejovetelen 21 gyerek vett részt. Mindegyiktél sorra megkérdeztem, hény
osztalytarsa van a jelenlévék kozt. Az els§ 13 vélaszold koziil 6ten mondtak harmat, nyolcan né-
gyet. Vajon hany osztalytarsa volt jelen a tobbi gyereknek, ha azt tudjuk, hogy mindegyikiiknek
volt jelen legalabb egy osztalytarsa?

18.14. [11] Egy tiztagi tarsasagrol tudjuk, hogy minden tagja legaldbb hét méasikat ismer. Iga-
zoljuk, hogy a tarsasigbdl barmely harom személynek van k6zos ismerose. Hogyan altaldanosithato
a feladat? Fogalmazzuk meg az altalanos allitast grafelméleti nyelven!

18.15. Rajzoljuk le az 1. abran lathaté figurdkat a ceruza felemelése nélkiil! Minden vonalon
csak egyszer szabad haladni, de mar megrajzolt vonalat keresztezni szabad.

18.15.1. 4bra.

Jeloljik meg, hogy honnan indulva és hova érkezve sikeriilt elkésziteni a rajzot! Hasonlitsuk
ossze a kiillonb6zé megolddk eredményeit és keressiink magyardzatot! (Vigydzat, nem mindegyik
esetben van megoldas!)
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18 fejezet. Grafok

18.16.1. abra.

18.16. [17] Az 1. 4brdn egy 3 x 3-as ,racs” lathaté. Kis négyzetekbdl &ll. Rakjuk Gssze
a) nyolc darab harom
b) négy darab hat
c) hat darab négy
d) hérom darab nyolc hosszisagu cérnabol!
A cérnat elvagni nem szabad.

18.17. [17] A sakktdblan tgy helyeztiink el figurdkat, hogy minden sorban és minden oszlopban
a) pontosan b) legalabb
2 babu taldlhaté. Biztosak lehetiink-e benne, hogy ebben az esetben le lehet venni a tablardl
néhany figurat tgy, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan 1 figura maradjon?

18.18. [17] Van egy készlet dominénk. E domindékra a 0, 1, 2, ..., 10 szdmok vannak irva,
mindegyik dominora két szam. Készletiink teljes, azaz a fent emlitett szamokbdl képzett barmely
szamparhoz pontosan egy olyan dominé talalhatd, amelyre az a két szam van folirva.
a) A készletb6l maximalisan hany dominé rakhaté ki az asztalra a jaték szabalyainak megfeleléen ?
b)Mi a helyzet akkor, ha teljes készletiink darabjaira a 0, 1, 2, ..., 9 szdmok vannak irva?

18.19. (M) Hény olyan 6tpontu graf van, amelynek fokszdmai:
a) 1,2,2,3,3; b) 1,2,2,2,3?

18.20. Hogyan helyezkedhet el 4 pont a sikban, ha a koztilk fellép6 tévolsdgok koézott nincs
harom kiilénb6z67?

18.21. (M) A Bergengéc Kozlekedési Minisztérium felkért egy légitarsasiagot, hogy inditson
ingajaratokat az orszag legfontosabb varosai kozott gy, hogy egy varosbdl legfeljebb harom
masikba induljon jarat, de legfeljebb egy atszallassal el lehessen jutni barmelyik varosbdl barme-
lyik mésikba. Legfeljebb hany véros kozott lehet megszervezni ilyen 6sszekottetést? (Ingajérat:
két varos kozti Gsszekottetés)

18.22. (M) Néhény évvel a Délnyugati Birodalom széthulldsa utdn a teriiletén létrejott 16
hercegség mindegyike 3 masikkal baratsagban élt, a tobbivel pedig ellenségeskedett. A hajdani
birodalom szomszédsagaban talalhatd 8 dllam elhatarozta, hogy segitséget nyudjt a viszalyokban
tonkrement hercegségeknek, méghozza mindegyik allam 2 egymaéssal baratkozé hercegségnek
nyujt tamogatast. Meg lehet-e szervezni minden esetben a segélyezést tigy, hogy mindegyik
hercegség részesiiljon beldle?

18.23. (M) Egy kocka lapjait 4-4 négyzetre osztottuk fol. Tekintsiik azokat a kis szakaszokat,
amelyek a kocka lapjain taldlhato Osszesen 24 négyzet koziil egyszerre kettének is oldalai. Ezek
koziil 26 piros.

Bizonyitsuk be, hogy van olyan zart toréttvonal, ami csupa piros szakaszbol all!

50



18 fejezet. Grafok

18.23.1. abra.

18.24. A Bergengoc Kozlekedési Minisztérium takaréskoskodik. A lehetd legkevesebb ingajarat-
tal szeretné megoldani, hogy 10 legnagyobb varosdbdl a 10 koziil barmelyik masikba el lehessen
jutni, ha sziikséges atszallasokkal. Adjuk meg az ingajaratok minimélis szamat! (Ingajérat: két
varos kozti osszekottetés)

18.25. Hét csillagész il a sajat bolygdjan. Mindegyikiik tavesével figyeli a hozza legkdzelebbi
csillagasz bolygdjat. Van-e mindig olyan csillagész, akinek a bolygdjat egyikiik se figyeli?

18.26. Egy hat vivo kormérkdzést jatszik. Igazoljuk, hogy barmely pillanatban igaz, hogy vagy
van harom koztiik, akik koziil egyik sem jatszott a masikkal, vagy van harom koztiik, aki koziil
mindegyik jatszott mindegyikkel. (V6. Kiirschdk 1957)
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19. FEJEZET
Grafok (teszt)

A 19.1-19.10. feladatok a ,,kozép” szintnek, a 19.11-19.20. példak az ,emelt” szint kbvetelményeinek
felelnek meg.

19.1. (M) Rajzoljunk ,térképet”, amin 5 varos van, a varosok kozott utak. Az egyes varosokbdl
2,2,3,3,4 0t indul. Hany 0t van a térképen?
A) 5 B) 6 C) 7 D) 8 E) 9

19.2. (M) Van olyan hattagi tarsasig, amelyben az emberek ismerdseinek széma rendre
az alabbi. (Az ismerettséget kolcsonosnek tételezziik fel, sajat magat senki nem tekinti "is-
merésének".)
A) 1,23/4,5,6 B) 1,2,2333 C) 343434 D) 5,5,5,5,5,4
E) 1,22444

19.3. (M) Egy tancos estén 6t fii és négy lany vett részt. Megkérdeztiik a ldnyokat, hogy hany
fitval tancoltak és a kovetkezo valaszokat kaptuk: 3, 3, 2, 2. Megkérdeztiik a fitkat is, hogy
hany lannyal tancoltak és négyen a kovetkezd véalaszokat adtédk: 1, 1, 2, 3. Hany lannyal tancolt
az 6todik fin?

A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

19.4. (M) Hény 6t pontt 3 élii egyszer6 graf van? (Az ugyanolyan tipusi -izomorf- grafokat
nem tekintjiik kiilonbozének.)
A) 7 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

19.5. (M) Egy graf cstcsai és élei legyenek egy kocka csucsai és élei. Hany éle van ebben a
grafban a leghosszabb ttnak?
A) 8 B) 6 C) 11 D) 7 E) 10

19.6. (M) Melyik betiit lehet lerajzolni a ceruza felemelése nélkiil, ha minden vonalon legfeljebb
egyszer huzhatjuk végig a ceruzat?
A) E B) T C) M D) K E) A

19.7. (M) Van olyan héttagi tarsasig, amelyben az emberek ismerdseinek szdma rendre az alab-

bi. (Az ismerettséget kolesonosnek tételezziik fel, sajat magéat senki nem tekinti "ismerdsének".)
A) 6,6,4,4,21,1 B) 0,1,2,3,4,5,6 C) 5,3,3,3,2,1,0 D) 1,1,2/4,5,5,6
E) 2222455

19.8. (M) Egy 15 tagu tarsasagbél mindenki harom vagy négy mésiknak irt levelet, kivéve
egyet, aki hat tarsanak irt levelet. Lehetséges, hogy mindenki x vagy y levelet kapott.
A) z=1y=T7 B) z=3,y=7 C) z=3,y=5 D) z=3,y=4
E) z=1y=5
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19 fejezet. Grafok (teszt)

19.9. (M) Egy tizenhdromagu tarsasigrol tudjuk, hogy minden tagja legaldbb x méasikat ismer.
Ekkor a tarsasidgbol barmely hdrom személynek van k6zos ismerdse. Hatarozzuk meg a legkisebb
z-et, amire biztosan igaz lesz az allitas.

A) 10 B) 9 C) 8 D) 7 E) 11

19.10. (M) 10 telepiilés kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal pontosan két
telepiilést kot Ossze, és két telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil. Ha méar x von-
alat kiépitettek, akkor barmely telepiilésrél barmely telepiilésre lehet telefonalni vagy kézvetlen
vonalon, vagy tobb mar kiépitett vonal Gsszekapcsolasaval. Hatarozzuk meg a legkisebb z-et,
amire biztosan igaz lesz az allitas.

A) 41 B) 30 C) 20 D) 33 E) 37
19.11. (M) Egy hattpontu egyszer(i grafban a fokszamok 1,1,1,2,3,4. Melyik nem igaz?

A) A graf osszefiiggd. B) A gréafban van kor.

C) A grafban van 4 él4 ut. D) A graf paros.

E) A 4 és 3 foku pontok kozt fut él.

19.12. (M) Egy hatpontu egyszerli grafban minden pont foka 3. Legkeveseb hiny haromszog
lehet a grafban?
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

19.13. (M) Egy 21 tagu térsasdgb6l mindenki hdrom vagy négy masiknak irt levelet, kivéve
egyet, aki hat tarsanak irt levelet. Lehetséges, hogy mindenki x vagy y levelet kapott.
A) z=3y=2 B) z=3,y=5 C) z=4,y=6 D) z=4y=3
E) z=1y=5
19.14. (M) Egy 9 tagt tarsasdgban mindenki felirta egy papirra, hdny embert ismer a je-
lenlevOk koziil. az ismeretség kolcsonos. Melyik lesz biztosan igaz a céduldkon levé 9 szamrol?

A) Van koztiik 4-es. B) Van koztitk paros szdm. C) Van két relativ prim koztiik.
D) A szamok kozt nem lehet ketténél tobb 8-as. E) A szamok atlaga egész.

19.15. (M) Egy tarsasdgban némely emberek kezet fogtak egyméssal. Melyik lesz biztosan

igaz? A) Van két ember, akik kézfogdsainak szama 1-gyel kiilonbozik. B) Van olyan
ember, aki paros sokszor fogott kezet. C) A kézfogdsok Osszes szama legalabb annyi, mint
a tarsasig létszama. D) Van két ember, akik ugyanannyiszor fogtak kezet. E) Van

harom ember, akik egymassal kezet fogtak.

19.16. (M) Egy tdncos estén hat fia és 6t lany vett részt. Megkérdeztitk a lanyokat, hogy
hany fitval tancoltak és a kovetkezd valaszokat kaptuk: a = 3, b =3,¢c=2,d = 2, e = 4.
Megkérdeztiik a fitkat is, hogy hany ldnnyal tdncoltak, harman 2-6t, harman 3-at mondtak.
Késobb kideriilt, az egyik lany elszamolta a dolgot, melyik javitas megfelel6?

A) a=5 B) e=3 C) c=14 D) b=2 E) d=3
19.17. (M) Egy hatpontt teljes graf éleit harom szinnel kiszineztiik. Melyik lesz biztosan igaz?
A) Lesz egyszint haromszog. B) Valamelyik szinii élek 6 ponti 6sszefiiggd grafot adnak.
C) Lesz valamelyik szinbél kor. D) Az egyik szinii éleket torolve a graf osszefiiggd marad.

E) Lesz 7 azonos szin él.

19.18. (M) Egy egységkocka élvazat szeretnénk drétokbol megalkotni, a csticsoknal a taldlkozo
végeket kicsi gyurmagombdccal rogzitjiik. Drotot elvagni nem szabad. Milyen drotkészlettel sik-
ertil megoldani a feladatot?
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19 fejezet. Grafok (teszt)

A) 2 darab 6 hosszuval. B) 3 darab 4 hosszival.
C) 1 darab 12 hosszival. D) Egy 4 és egy 8 hosszuval.
E) 4 darab 3 hosszuval.

19.19. (M) Ha z pontt egyszer( grafban nincs kor, akkor a komplementerében biztosan van.

Keressiik meg a legkisebb olyan x-et, amire igaz ez az allitas.
A) 3 B) 4 C) 5 D) 6 E) 7

19.20. (M) Egy 0Osszejovetelen 11 gyerek vett részt. Mindegyikt6l sorra megkérdeztem, hény
osztalytarsa van a jelenlévok kozt. Az elsé 8 valaszold koziil hatan mondtak kettét, ketten négyet.
Tudjuk, hogy mindegyikiiknek volt jelen legaldbb egy osztalytarsa. A maradék 3 gyerek mit

valaszolt ?
A) 422 B) 333 C) 444 D) 442 E) 222
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20. FEJEZET
Vegyes feladatok

20.1. (M) a) Helyezziink 15 piros pontot egy hatszog oldalaira gy, hogy minden oldalon
ugyanannyi piros pont legyen!

b) Oldjuk meg a feladatot 16 ponttal! c¢) 2003 ponttal!

d) El lehet-e helyezni 15 pontot egy hétszdg oldalaira a fenti szabdlynak megfeleléen ?

20.2. Helyezziink 10 piros és 14 kék pontot egy hatszog oldalaira gy, hogy minden oldalon
ugyanannyi piros pont legyen, mint kék!

20.3. (M) Ketten jatszanak. Felvaltva irnak be egy-egy el6jelet minden szam elé (az 1-es elé
is tehetnek) az aldbbi sorban:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

a) ,Kezd6” azt szeretné, hogy a legvégiil kapott elGjeles Gsszeg ne legyen oszthaté hdrommal,
mig ,,Masodik” azt szeretné, hogy oszthatd legyen harommal. Hogyan érdemes jatszani? Kinek
kedvezo6 a jaték?

b) Es ha megforditjik a szerepeket ?

20.4. Egy buli végén mindenki mindenkivel kezet fogott. Ekkor érkezett meg az egyik vendég
barétja, hogy egyiitt menjenek majd el moziba, és kezet fogott azokkal, akiket ismert. Igy Ossze-
sen 68 kézfogds tortént. A buli résztvevéi koziill hanyan ismerték ezt az embert?

20.5. Hat focicsapat kormérkozéses tornan vett részt. Mindenki mindenkivel egyszer jatszott.
A bajnoksig végén az egyes csapatok 12, 10, 9, 8, 7 illetve 6 pontot gylijtottek 6ssze. Hany pont
jart a gy6zelemért, ha dontetlenért 1, vereség esetén 0 pontot kapott minden csapat?

20.6. Szinezziik ki a 3 x 3-as tablazat mezd6it minél tobb szinnel ugy, hogy barmely két hasznalt
szinhez taldlhat6 legyen egy-egy ilyen szini, oldalukkal szomszédos mez6. (Az egyes mez6knek
csak egyféle szine lehet!)

20.7. Ketten jatszanak, felvaltva hiizzédk be egy szabdlyos 2004-sz0g egy-egy atlojat. Tilos olyan
atlét behizni, amely metsz egy mar korabban berajzoltat. Az veszit, akinek a 1épése utdan létrejon
egy olyan négyszog, amelynek egyik atldja sincs behtzva. Kinek van nyer6 stratégiaja?

20.8. Lehetséges-e olyan tarsasig, amelyben mindenkinek pontosan 6 bardtja van, és barmely
két embernek éppen 2 kozos baratja van?

20.9. A ,VAKACIO?” sz6 bettiit egy 3 x 3 x 3-as kockéban rendezte el a 7c osztély. A kocka eliilsé
bal fels6 kis kockajaban egy V7, az azzal lapban szomszédos kis kockdkban egy-egy ,,A”, az azok
barmelyikével lapban szomszédos kis kockdban egy-egy ,K” stb. ... betii 4ll, végiil az ,0”, a nagy
kocka hétsé jobb alsé kis kockéjaban van. Hanyféleképpen olvashaté ki a ,VAKACIO” sz6, ha
a ,V”-bél indulva mindig csak lapban szomszédos (hatrébb vagy jobbra vagy lejjebb taldlhatd)
kis kockaban talalhaté betiivel folytathatjuk az olvasast?
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20 fejezet. Vegyes feladatok

20.10. a) A bergengdc lottén 7 szambol hizzak ki a 3 nyerészamot, és a jatékosok harom szédmra
tippelnek minden szelvényen. Legaldbb hany szelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy biztosan legyen
koztiik olyan, amely legalabb két taldlatos lesz?

b) A bergengéc lott6 kardcsonyi forduldjaban a 7 szambdl csak 2 nyerdszamot hiznak ki, de
a jatékosok tovabbra is hdrom szdmra tippelnek minden szelvényen. Legaldbb hény szelvényt
kell kit6lteni ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik telitaldlatos (azaz két taldlatos)?

20.11. Bozsi 3 szél viragot kapott osztalytarsaitol névnapjara: egy rozsat, egy szegfiit és egy
daliat. Otthon harom véazaja van: egy kristdly, egy kinai porcelan és egy egyszeriibb keramia.
Hényféleképpen rendezheti el a virdgokat a vazikba,

a) ha mindegyik vazéba egy-egy virdgot szeretne tenni?

b) ha nincs ilyen kikotés?

20.12. Picurka orszag lakéi olyan lottén jatszanak, ahol az 1, 2, 3, ..., 45 szdmok koziil hiiznak
ki 3-at.

a) Kiszamoltak, hogy ha minden laké masképp toltené ki a szelvényt, akkor is kijohetnek
olyan szamok, hogy senki se legyen telitaldlatos. Hanyan lakhatnak Picurka orszagban?

b) Picurka orszédgban Janos bacsi nagyon sok szelvényt vett: minden lehetséges médon kivélasz-
tott harom szamot, és beadott egy-egy szelvényt minden ilyen kitoltéssel. Hany két-taldlatos
szelvénye lett igy?

c) Picurka orszég lakosainak szama egyre né, igy attérnek a 45-bol 42-es lottéra, azaz most a
45 szémbol 42-t fognak kihtzni és ennyire is kell tippelni. Igy most hany szelvényt kell kitolteni
a biztos telitalalathoz?

d) Ha Picurka orszag 4j lottojan kitoltjik az osszes lehetséges médon a lottoszelvényt, akkor
hany 41 taldlatos szelvényiink lesz?

e) Es hany 40 talalatos?

20.13. a) Egy piros egy kék és egy zold goly6t keresztiilfirtunk és egy madzagra valamilyen
sorrendben raflizziik mind a harmat. Igy hany kiilonb6z6 nyaklanc képezhet6?
b) Es ha még egy fekete golyonk is van és mind a négyet fel akarjuk hasznalni?

20.14. Hét ember talalkozott, egyesek kezet is fogtak egymaéssal. Lehetséges-e, hogy mindenki
pontosan 3-szor fogott kezet?

20.15. Felveheto-e a sikon 5 szakasz gy, hogy mindegyik hirom mésikat metsszen?

20.16. Harom betor6 kirabolt egy bankot. A rendérség nagyon gyorsan kiért a helyszinre és
nyolc gyanusitottat szedett 6ssze. A renddrok tudjdk, hogy harman blindésok kozottik és azt is,
hogy az aldbbi valloméasokban az artatlanok igazat mondanak:

: D artatlan;

: F' artatlan;

: F artatlan;

: H artatlan;

: G artatlan;

: C artatlan;

: B artatlan;

B,C, D, E, F, G és H kozil melyik harom a rabl6?

TQmMOo QW
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20.17. (M) Lehet-e 9 db haromszoglapbdl konvex testet épiteni?

20.18. (M) Lehet-e egy szabalyos hétszog &tloit és oldalait hat szinnel szinezni tgy, hogy
minden csicsbdl induljon mindenféle é17
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20 fejezet. Vegyes feladatok

20.19. (M) Egy kor alaku asztalnal 77-en iilnek, s mindenki gondol egy egész szamra, majd
mindenki felirja egy cédulara két szomszédja szamanak 6sszegét. Bizonyitsuk be, hogy nem allhat
minden cédulan 1991.

20.20. (M) Elhelyezhet6k-e a szabalyos nyolcszog csicsaiba az 1, 2, ..., 8 szamok ugy, hogy
barmely hdrom szomszédos csticsban levo szdmok 6sszege 13-nal nagyobb legyen?

20.21. (M) Van-e 6t olyan egész szam, melyekbdl képezve az Osszes kéttagu Osszeget, ered-
ményiil 10 egymast kéveté szamot kapunk?

20.22. Hatédrozzuk meg a 100. hatszogszamot! (Hény korong van az 1. &bran a 100. kupacban ?)

20.22.1. abra.

20.23. Hatédrozzuk meg a 100. 6tszogszamot! (Hany korong van az 1. 4bran a 100. kupacban?)

Q@@

20.23.1. abra.

20.24. Hanyféleképpen irhatjuk egy hatszog cstucsaihoz az 1, 1, 1, 3, 3, 3 szamokat, ha
a) a hatszog oldalai kozt nincs két egyforma?
b) a hatszog szabélyos és az egymasba forgathat6 elrendezéseket nem kiilonboztetjiitk meg?

20.25. (M) Fel lehet-e irni egy kor keriiletére 10 kiillonb6zé szamot ugy, hogy mindegyik szam
két szomszédja szamtani kézepe legyen?

20.26. (M) Fel lehet-e irni egy kor kertiletére az 1, 2, ..., 10 szamokat gy, hogy barmely két
szomszédos szam kiilonbsége 3,4 vagy 5 legyen?

20.27. (M) Egy 100 f6s katonai alakulatndl a napi iigyeletet mindig harman latjak el. Meg
lehet-e szervezni az tigyeletet egymast koveté napokon at gy, hogy barmely két {6 egyiitt csak
egyszer ligyeljen?

20.28. Egy kocka néhany csticsat pirosra, ill. kékre szinezziik; legyen tobb piros, mint kék. Van-
e olyan kiteritése a kockdnak, amikor a hél6zatban tobb kék cstics van, mint piros? (Erdemes
egy konkrét szinezéssel inditani a kérdést.)

20.29. (M) A 45 tagi Majmok Tudoméanyos Akadémidja iilést tartott. Ezen az tilésen hdrom
kérdést tiiztek napirendre, mely folott szavazassal 6hajtottak donteni. A kérdések a kovetkezdk
voltak:

1. Okosabb-e a majom, mint az ember?

2. Szebb-e a majom, mint az ember?
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20 fejezet. Vegyes feladatok

3. Igaz-e, hogy az ember a majom 0Ose?

A szavazas utan kideriilt, hogy az 1. és 3. kérdésre egyarant 23-23 igen szavazat érkezett, mig
a masodik kérdésre csak 17.

Az 1. kérdésre igennel vélaszolok koziil 13-an a 2.,12-en pedig a 3. kérdésre feleltek nemmel.

Igent mondott a 2. és 3. kérdésre 6 ,,akadémikus”, de koziiliik ketten az elsé kérdésre nemmel
szavaztak.

Héanyan szavaztak mind a harom kérdésre nemmel?

20.30. Kiszineztiik két szinnel a tér pontjait. Igazoljuk, hogy tetszéleges d-hez létezik d oldala
szabalyos hdromszog.

20.31. a) Balint kijel6l egy pontot a rajzlapjan, majd megkérdi hugat: ,Milyenre szinezzem
Piroska?” | Pirosra!” —feleli a lany. Ezutan Balint Balint Gj pontokat tiiz ki, minden pont utan
Piroska donti el, hogy kék legyen, vagy piros. Kaphat-e Bélint olyan szabalyos haromszoget,
melynek minden csicsa azonos szinl, ha ezt a higa nem akarja?

b) Mi a helyzet akkor, ha Bélint elére kijelol valahdny pontot, s ezutdn jon higa a szines
ceruzakkal ?

20.32. Kiszineztiik két szinnel a tér pontjait. Igazoljuk, hogy van olyan haromszog a sikon,
amelynek a csdcsai és a silypontja is azonos szintiek.

20.33. Bizonyitsuk be, hogy az els6 1000 pozitiv egész szdmot tiz diszjunkt halmazra lehet bon-
tani agy, hogy mindegyik csoportban legyen legalabb két szam és egy halmazon beliil semelyik
két szam kilonbsége ne legyen az adott halmazban.

20.34. Adj meg
a) minél kevesebb b) minél kisebb

pozitiv egészeket gy, hogy a beloliikk képzett kiilonbségek kozott legyenek az 1, 2, 3, 4, 5, 6
szamok.

20.35. Hany 5 jegyt szam készithet6 az 1 és 2 jegyekbol, amelyek legaldbb harom helyen kiilon-
béznek ?

20.36. Egy szabalyos 6tszog minden csicsaba egy-egy szamot irtunk. Ezutdn az oldalakra és
az atlokra rairtuk a végpontjaikban all6 szamok 0sszegét. Igazoljuk, ha ez utoébbi tiz szam koziil
7 egész, akkor mind a 10 egész.

20.37. Egy 5x5-0s tablaba lehet-e tigy szamokat irni, hogy mindegyik sorban a szamok szorzata
20 legyen, mindegyik oszlopban a szdamok szorzata 30 legyen?

20.38. Egy 5x5-06s tablaba lehet-e tigy szdmokat irni, hogy a szdmok Osszege pozitiv legyen, de
barmely 2x2-es részben a négy szam Osszege negativ legyen?

20.39. Nagyapaim dédapjai ugyanazok a személyek-e, mint dédapdim nagyapjai?
20.40. Hény olyan szdm van, amelynek jegyei szigoriian monoton csokkennek?
20.41. Hény olyan szam van, amelynek jegyei monoton csékkennek?

20.42. (M) Peti és Pali 5 mérkozéssel akarta eldonteni, hogy melyikiik a jobb sakkoz6. Ez azon-
ban nem sikeriilt, mert a végén mindkettejiitknek 2,5-2,5 pontja volt. Hanyféleképpen torténhetett
ez meg, ha a gyéztes 1 pontot, a vesztes 0 pontot kapott, s dontetlenért 0,5-0,5 pont jart?
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20.43. (M) Az 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl elkészitjiik az Osszes lehetséges olyan tizedestortet,
amelynek egy, ketté vagy harom tizedesjegye van és mindegyik szdmjegyet pontosan egyszer
tartalmazza. Mennyi az igy kapott tizedestortek Gsszege?

20.44. Hényféleképpen lehet 4 piros és 4 kék gyongybdl karkotot késziteni?

20.45. Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet a megcimzett boritékokba tgy, hogy semelyik
levél se a j6 cimzéshez keriiljon?

20.46. Egy négyzet mindegyik oldalat 7 egyenld részre osztottuk. Hany olyan haromszog van,
amelynek csicsai a négyzet oldalain megjeldlt (csticsoktol kiilonb6z6) osztépontok koziil kertilnek
ki?

20.47. Egy osztaly 16 tanuléja evezdsturara késziil. Minden didknak pontosan 3 baratja van
az osztalyban (a bardtsigokat tekintsiik kolesonosnek). A turdn 8 kétszemélyes kenuban kell
elhelyezkedniiik. Biztosan igaz-e, hogy be lehet 6ket osztani gy, hogy mindenki egy baratjaval
keriiljon egy csénakba?

20.48. (M) El lehet-e osztani 1000 iiveggolyo6t 5 gyerek kozott tigy, hogy mindenkinek péaratlan
sok golyo6 jusson?

20.49. (M) Lehet-e 10 egész szam Osszege és szorzata is 107

20.50. (M) Csalafinta Csaba azzal henceg bardtainak, hogy sikertilt 15 kockacukrot beletennie
harom mianyag pohéarba tgy, hogy mindegyikben paratlan sok kockacukor van. Hihetiink-e
neki?

20.51. (M) Lehet-e 100 kiilonb6z6 paratlan szdm reciprokanak osszege 17

20.52. (M) Lehet-eaz 1,2, ..., 30 szdmokat 10 csoportra osztani gy, hogy minden csoportban
3 szam legyen és koziilik a legnagyobb egyenld legyen a mésik kettd 0sszegével ?

20.53. (M) A bettiik val6s szamokat jelolnek. Bizonyitsuk be, hogy az abc, def, ghi, -gbf, -dhc,
-aei szamok mindegyike nem lehet pozitiv.

20.54. (M) Van-e olyan szam, amelyben a jegyek Osszege 9, a kétszeresében a jegyek Gsszege
107

20.55. (M) Panni és Peti is leirtak egy 7 jegyl szamot a flizetitkbe. Panni észrevette, hogy
mindkét szamban pontosan ugyanazok a jegyek szerepelnek. Peti kiszamolta, hogy a két szam
kiilonbsége 1369631. Mutassuk meg, hogy valamelyikiik tévedett.

20.56. (M) Az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 szdmjegyek segitségével felirhaté-e két olyan hétjegyl szam,
hogy egyik a masiknak kétszerese legyen?

20.57. (M) Van-e 6t olyan egész szam, amelyb&l képezve az Osszes kéttagu Osszeget, eredményil
tiz egymast kévetd egész szamot kapunk?

20.58. Ki lehet-e rakni hézag és atfedés nélkiil 2 egység oldala és 3 egység oldali négyzetekbdl
egy 101 egység oldali négyzetet ?

20.59. (M) Kilenc korong van az asztalon, ezek egyik oldala kék a masik piros. Kezdetben
minden korongnak a piros oldalat latjuk. Megfordithatunk 4 korongot. FEzt a 1épést tobbszor
ismételhetjiik. Elérhet6-e, hogy minden korongnak a kék oldalat lassuk?
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20.60. (M) A ,csodakert” fdin 25 bandn és 30 narancs van. Egy-egy alkalommal két gyiimolc-
sot veszlnk le, ha egyformdakat vettiink le, akkor egy narancs né helyettiik. Ha kiilonbozéeket
vettiink le, akkor egy banan nd. Utolséként milyen gylimoles marad?

20.61. Egy sakkozo kertjét sakktabla mintara alakitotta ki. 7 mezdé gyomos lett. Ha egy nem
gyomos mezonek legalabb két szomszédja is gyomos, akkor az egy nap milva szintén gyomossa
valik. Begyomosodhat-e az egész kert?

20.62. Két kupacban gyufik vannak. Egy-egy alkalommal valamelyik kupacba betsziink néhany
szalat, s ugyanekkor a masik kupacba kétszer annyit helyeziink. Elérheté-e, hogy mindkét ku-
pacban 50 gyufaszal legyen, ha kezdetben az egyes kupacokban 7 és 34 gyufa volt?

20.63. Szorozzuk meg a Pascal haromszog n-edik soraban all6é szamokat rendre az 1, 2,4, 8, ...
szamokkal, azaz a 2 hatvanyaival! Mennyi lesz az igy kapott szamok sszege? (Pl. n = 3 esetén
az Osszeg: 1-1+2-3+4-3+8-1)

20.64. (M) A térbeli koordinatarendszer origdjabol hanyféleképpen juthatunk el a (2;3;5)
pontba, ha csak a koordindtatengelyekkel parhuzamosan pozitiv iranyban léphetiink egyet-
egyet?

20.65. (M) Hatdrozzuk meg (a + b+ c)10 kifejtett alakjét!

20.66. [15] Rakjuk sorba a 2, 3, 4, 5, ..., 29, 30 egész szamokat (Osszesen 29 szamot) ugy,
hogy az els6 szam oszthatd legyen 1-gyel, a masodik kettével, a harmadik harommal, ... a
huszonkilencedik 29-cel. Hany megoldas van?

20.67. Hat focicsapat kdrmérkézéses tornan vett részt. Mindenki mindenkivel egyszer jatszott.
A bajnoksédg végén az egyes csapatok 12, 10, 9, 8, 7 illetve 6 pontot gytijtottek dssze. Hany pont
jart a gy6zelemért, ha dontetlenért 1, vereség esetén 0 pontot kapott minden csapat?

20.68. A Torpedd jatékban egy 10 x 10-es tdblan kell elhelyezni a 10 hajébdl allé ,hajorajt”.
Egy hajé a tabla egy 1 x 2-es téglalapja, a kiilonb6z6 hajoknak megfeleld téglalapoknak nem
lehet k6z0s pontja, még kozos oldala, csticsa sem. Bizonyitsd be, hogy 32 megfeleléen valasztott
»lovéssel” biztosan el lehet taldlni legaldbb egy hajot!

20.69. Lehetséges-e olyan tarsasig, amelyben mindenkinek pontosan 6 baratja van, és barmely
két embernek éppen 2 kozos baratja van?

20.70. Ketten jatszanak, felviltva htuzzdk be egy szabalyos 2004-sz6g egy-egy atléjat. Tilos
olyan 4tlét behiuizni, amely metsz egy mar korabban berajzoltat. Az veszit, akinek a lépése utan
létrejon egy olyan négyszog, amelynek egyik atléja sincs behtizva. Kinek van nyer6 stratégiaja?

20.71. (M) Képzeljiik el, hogy a Fold koriil 36 mesterséges bolygd kering. Igazoljuk, hogy
minden pillanatban van a Foéldén olyan hely, ahonnan legfeljebb 18 lathaté koziliik.

20.72. [7] Adottak egy szabdalyos n-szog csicsai. Szeretnénk berajzolni a sokszog 6sszes oldalat
és atlojat a ceruza felemelése nélkiil. Mely n-re lehetséges ez?

20.73. (M) [17] Andris az 1,2,3,4 halmaz minden részhalmazat felirta egy-egy piros céduléra.
(Minden piros cédulara egy részhalmazt irt, s az Gsszes részhalmazt felirta.) Ezutdn sorra vette
a piros cédulakat: fogta az elsét, és a rajta szereplé halmaz Osszes részhalmazat felirta egy-egy
fehér cédulara. Ezutan vette a kovetkezd pirosat - ennek részhalmazait is felirta fehérekre stb.
Miutan ezzel készen lett vette a fehér cédulakat, mindegyik minden részhalmazat felirta egy-egy
z0ld cédulara. Hany zold céduldja van Andrisnak?
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20.74. (M) Negyven gyufaszalat szétosztottunk hisz skatulydba, mindegyikben van legalabb
egy gyufa, egyikben sincs hiisznal tobb. Igazoljuk, hogy kivalaszthaté néhany skatulya, amelyek-
ben 6sszesen 20 gyufa van.

20.75. (M) [17] Egy kocka 6 lapjat piros, fehér és kék szinekkel akarjuk kifesteni. Egy-egy
oldalhoz csak egyféle szin hasznédlhaté és a kocka kiszinezéséhez nem kell feltétleniil mindegyik
szint folhasznalnunk. Hanyféle szines kockat kaphatunk, ha csak azokat tekintjiik kiillonb6zonek,
amelyek nem forgathatok egymasba?

20.76. Ossze lehet-e allitani egy
a) 3 x 3 x 3-as b) 4 x 4 X 4-es

kockat 1 x 1 x 1-es fekete és fehér kis kockdkbol tigy, hogy barmelyik kis kocka mellett pontosan
két vele megegyez6 szinli, lapban szomszédos kis kocka legyen?

20.77. [5] Tekintsiik a paratlan szdmokat az aldbbi haromszogben elrendezve!

1 1. sor

3 5 2. sor

7 9 11 3. sor

13 15 17 19 4. sor

Hatéarozzuk meg

a) Az els6 n sorban Osszesen taldlhaté szamok szamat!

b) Az elsé n sorban Gsszesen taldlhaté szamok Osszegét !

c) A k. sorban taldlhat6 szamok Gsszegét!

d) Kiséreljiink meg a b) és ¢) részek eredményét nem egyméasbdl meghatérozni! Vessiink 6ssze
utdlag a két feladatrész eredményét, allitsunk ol formulat!

20.78. (M) a) Hany téglalap van az 1. dbran?
b) EbbdSl mennyi a négyzet ?
(A kis téglalapok oldalai 1 és 2 egység hossziak.)

20.78.1. abra.

20.79. (M) Pithagorasz tabldzatdban, a szorzétabldban, a bal f6ls6 saroktdl szamitott n-edik
sor és m-edik oszlop taldlkozasaban talalhaté mezOben az n - m szorzat értéke all. Tekintsiik
az egy atléban &ll6 szdmok Osszegét! (Az 1. dbran foltiintettiik az 1. és a 2. atléban kapott
osszeget.) Mennyi lesz az 1999. atléban kapott 6sszeg?

20.80. (M) A négyzethalés papiron néhany mez6 fekete, a tobbi pedig fehér. Egy lépésben az
Osszes mez06 szine az alabbi szabaly szerint médosul:

a mezd fekete lesz, ha 4 élszomszédja kizil eqy vagy hdrom (tehdt pdratlan szdmi) fekete,
illetve fehér lesz, ha nulla, kettd vagy négy (azaz paros darab) élszomszédja fekete.

Mi lesz az 1. d4bran lathaté kutyabdl 8 1épés utan? A papirt képzeljiik végtelen nagynak!
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20.79.1. abra.

20.80.1. abra.

20.81. (M) Egyforma egyforintosokat osztunk ki gyerekek kozott tgy, hogy mindenki kapjon
legalabb 1 forintot. Hanyféleképpen oszthatunk ki
a) 2 gyereknek 8 Ft-ot? b) 3 gyereknek 8 Ft-ot? c) 4 gyereknek 10 Ft-ot?

d) k gyereknek n Ft-ot?

20.82. (M) Hany olyan hdromjegyti szam van, amelynek jegyei monoton csokkennek?

20.83. [16] Az A és B pont kozdtt 1épesét akarunk épiteni. Az AC tavolsdg 4,5 méter a CB
tavolsag 1,5 méter (lasd az 1. abrat). Az egyes 1épcséfokok 30 cm magasak, szélességiik (hosszuk)
50 cm egész szamu tobbszorose. Hanyféleképpen épithetjiik meg a lépcs6t ?

20.83.1. abra.

20.84. (M) Egy osztaly nagyon sikeresen zarta a félévet. A didkok tobb, mint fele 6t6st kapott
bizonyitvanyaba matematikabdl, de ugyanez volt a helyzet angolbdl, magyarbdl, térténelembol
és fizikdbdl is. Bizonyitsuk be, hogy az emlitett 6t tantargy kézott van két olyan, amelyekre igaz,
hogy az osztaly didkjainak tobb mint egy6tode mindkettébol 6tost kapott.
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20.85. (M) Bergengécidban a holgyek -és Gjabban a férfiak is- szivesen hordanak szines golyok-
bdl all6 nyaklancokat, karkotéket. Mivel a divat igen gyorsan valtozik, népszertiiek lettek a fes-
t6gépek, melyek els6 prototipusat Bigéc (a MikiFoszt cég mostani igazgatéja) fejlesztette ki. A
Bigéc tipusu festégépbe otféle szint goly6t (pirosat, kéket, zoldet sargat és fehéret) lehet bele-
dobni. A gépnek van egy szabalya, amely egyértelmiien megmondja, hogy melyik szint melyikké
alakitsa at. A gép érzékeli a bedobott goly6 szinét, és a szabéalya szerint atfestett golydt adja ki.
A Piri-gép példaul minden golyot pirosra fest. Csak a sznobok veszik az Ident gépet, amelyik
minden goly6t olyannak hagy, amilyen volt.

a) Osszesen hanyféle Bigéc tipusi festégép lehetséges?

b) Ezek kozott hany olyan van, amelyik semelyik goly6t sem hagyja meg olyan sziniinek,
amilyen volt?

20.86. (M) a) Hény olyan Bigéc tipusiu festégép van (lasd a 20.85. feladatot), amely kiilonb6z6
szinl golyékbdl mindig kiilonbozoeket készit?

b) Es ezek kozott hany olyan van, amelyik semelyik goly6t sem hagyja meg olyan sziniinek,
amilyen volt?

20.87. (M) a) Hény olyan Bigéc festégép van, amelyik pontosan egy szint nem fest at méds
szinre?
b) Es hany olyan, amelyik legaldbb egy szint nem fest 4t mas szinre?

20.88. (M) Bigéc gépeit gy alakitottdk ki, hogy egymés mogé lehessen kapcsolni azokat.

Jelolje példaul D azt a gépet, ami a piros golyokat kékre, a kékeket zoldre festi, a tobbi szinét
pedig nem valtoztatja; Piri pedig legyen az a gép, ami mindent pirosra fest.

Ha D mogé kapcesoljuk Pirit, akkor olyan Osszetett gépet kapunk, ami ugyantugy viselkedik,
mint Piri, mindent pirosra fest. Ha viszont Pirit vessziik el6re és mogé a D gépet, akkor 4j gépet
kapunk: olyat, amely mindent kékre fest. Egy gépet sajat maga mogé is kapcsolhatunk. Harom
D gépet egymas mogé kapcsolva olyan gépet kapunk, amelyik a kék és piros korongokat zoldre
festi, a tobbi szinét nem valtoztatja.

a) Hény olyan gép van, amelynek két példanyat Osszekapcsolva olyan gépet kapunk, mint
Ident, ami minden korongot olyannak hagy, amilyen volt?

b) Hany olyan gép van, amelynek megfelel§ szamu példanyat osszekapcsolva Identet kapjuk ?

20.89. (M) Bergengécia nemzeti tinnepe alkalmabdl kedvezményesen arusitjadk mindazokat a
gépeket, amelyeknek

a) két példanyat

b) néhany (megfelel szami) példdanyat

egymas mogé kapcsolva az Gsszekapcesolt gép gy miikédik, mint ,,Piri”, azaz minden golyét
pirosra fest.

Hényféle gépet arusitanak akcidsan az a) illetve a b) esetben?

20.90. (M) A MikiFoszt gyarban 4j stratégiat dolgoztak ki a festégépek minél olesébb el6al-
litdsa érdekében. Az elképzelés szerint csak néhany fajta gépet gyartandnak, azokbdl viszont
sokat, és e néhany fajta gép példanyainak megfelel6 Gsszekapcsolasaval allitandk el a tobbi
gépet is.

Mennyi a ,néhiny”, azaz legkevesebb hanyfajta gép segitségével lehet a stratégiat megvaldsi-
tani, ha egyeldre csak annak a 120 gépnek az eléallitasara torekednek, amelyek kiillonb6z6 szinii
golyokbdl kiillonbozdeket készitenek ?

20.91. (M) Készitsiink algoritmust, ami véletlenszerien megkeveri a 32 lapos magyar kartya
paklit, amelynek elemeit a v vektorban taroljuk. A vektor egy eleme a kartya egy lapjat jelenti,
aminek van szine (piros, zold, makk, tok) és szama (VII, VIII, IX, X, alsé, fels6, kiraly, dsz).
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Segitség, itmutatas

1. Bemelegit6 feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

2. Leszamlalasi feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

3. Leszamlalasi feladatok (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.

4. A Pascal-haromszog
4.7. Keressiik meg az eredményt a Pascal-hdromszégben!
4.8. Keressiik meg az eredményt a Pascal-hdromszégben !

4.9. Keressiik meg az eredményt a Pascal-hdromszégben !

5. A Pascal-haromszog (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

6. A szita-modszer

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

7. A szita-mddszer (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

8. A skatulyaelv

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

9. A skatulyaelv (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.
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Segitség, utmutatas

10. Feladatok a sakktablan

10. Feladatok a sakktablan

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

11. Feladatok a sakktéblan (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

12. Kombinatorikus geometria

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

13. Kombinatorikus geometria (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

14. Jatékok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

15. Jatékok (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

16. A teljes indukcié

16.14. Vizsgaljuk a szogek Osszegét !

17. A teljes indukcié (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

18. Grafok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

19. Grafok (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

20. Vegyes feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.
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Megoldasok

1. Bemelegit6 feladatok

1.2. 3-3-4=36.

1.22. Lésd [17][17. fel..

1.31. 32 oldalas.

1.33. a)

b)

(Véletlen felszerelés)
[

mez := random(4)

nadrag = random(3)

labszar := random(2)

mez =0
mez =1
Ki ('piros’ mez = 2
( ) Ki ('kék’) - -
Ki("zold") | Ki ("fehér’)

Ki(" a mez, ')

nadrag =0

nadrag = 1

Ki ('zold")

Ki(lila') |Ki('kek')

Ki ('a nadrdg és )

labszar =0

Ki ("fekete’) Ki ("fehér’)

Ki (' a labszarvéds.)

rdrd




Megoldasok 2. Leszdmldlasi feladatok

(C)sszes felszerelés)
[

Ciklus mez := 0-tél 3-ig

mez =0
mez =1
Ki ("piros’ mez = 2
CPIros) 11t (rna)
Ki('zold") | Ki ('fehér’)

Ki(" a mez, ')

Ciklus nadrag := 0-tél 2-ig

nadrag = 0

nadrag =1
Ki (lila’) Ki ('kék’)
Ki ("a nadrag és ')

Ciklus labszar = 0-t6l 1-ig

Ki ("zold’)

labszar =0
Ki ("fekete’) Ki ("fehér’)

Ki (' a labszarvéds.)

1.34.

n faktoridlis

Ki ("Hany faktoridlisra vagy kivdncsif?’)
Be (n)

nfakt =1

Ciklus i := 2-t6l n-ig
nfakt ;== nfakt i

Ki(nfakt)

2. Leszamlalasi feladatok

2.1. 41=24.
2.2. 3!=6
2.3. M:4!=24.
2.4. 3!=6

7Q



2. Leszamldldsi feladatok

Megoldasok

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.21.

2.22,

2.23.

2.24.

2.25.

2.27.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

b)

3!=6.
31=6.
Mindkét kérdésre a véalasz 4!=24.
a) 6!=720, b) 65 = 46656.
a) 6, b) 12.
a) 24, b) 108.
a) 41=24; b) 4!:2=12;
a) 24;
41-2=48.

6!="720.

b) 6.

51:2=60. Megfelel6 szavak példaul: LILLA, ETELE, vagy ETETTE.

31 .2=12.
3! .4.3=T72.

51=120.

c) 4!:2:2=6.

A PINTY sz6 betiiibél 5!=120 sz6 készitheté. A NUNUKE sz6 betiiib6l 6!1:2:2=180 sz6
készithetd.

a) 60;
a) 5!=120
5! -6-5-4=14400.
a) 51423.
26 — 64.
25 = 32.
9-10-10=900; 9-9-8=648.
5% = 625.
15 - 14 - 13 = 2730.
2°-1=31.

a) 53 =125, (1+2+3+4+5)-111-5% = 27750;
5-4-3=60, (14+2+3+4+5) -111-4-3=13320.

b) 10.

b) 6!:6=5!=120

2.36. 5-5-5=125, ha lehetnek azonos gombodcok. 5-4-3=60, ha minden gomboc kiilénbo6z6.

2.37.

Ugyanakkora az esély.
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Megoldasok 2. Leszdmldlasi feladatok

2.39. 263 - 103 = 17576000.

2.40. 2% — 1 =511.

2.41. 10-9-8-7=5040.

2.42. 6-6-6-6=1296.

2.43. 9000-9-9-9-9=2439.

2.44. 128.

2.45. 4-3=12, ha a sorrend szamit, ennek fele, ha nem szamit.

2.46. a) 9-9-8-7=4536;

b) (1+424+34+44+54+6+74+8+9)-(1000-9-8-7+111-8-8-7), hiszen a 0-tél kiilonb6z6
jegyek az ezres helyiértéken 9 - 8 - 7 esetben allhatnak, a tobbi helyiértéken viszont csak 8- 8- 7
esetben.

b) 1465.
2.47. 313 = 1594323.

2.48. 13-2, kivalasztjuk a hibéas tippet és oda kétféle nem j6 eredményt irhatunk. A 11 taldlatos
esetben ( ) = 78 féle lehet a rossz tippek helye és ott 2 -2 = 4 lehetdségiink van, Gsszesen tehat
312 ilyen szelvény toltheto ki.

2.49. 4 kérdéssel.

2.53. 834 — (%) = 20.

321 3
2.54. M3 — (1Y — 364,
2.55. 1854 — (7) = 35.
2.56. 505 — (g) = 35. A 8-as csak egy helyre keriilhet, uténa ki kell valasztanunk azt a hdrom
szamot, amit elé tesziink. Ezek utan a szamok sorrendje egyértelmi.

2.57. 55 — (g) = 35. Ha a jobbra lépést J-vel, a lelépést L-lel jeloljiik, akkor egy 7 jelbdl allo
sorozat felel meg egy kiolvasasnak. Kivilasztjuk, a 7 jel koziil melyik 3 legyen L.

2.58. (3) = 56.
2.59. A lehetséges parok szama (120) =45. 25 < 45 < 25, ezért 6 kérdés elég.
2.60. () = 43949268.

2.61. Ha kivalasztok harom kiilonbo6z6 jegyet, azok egyértelmiien meghataroznak egy ilyen szé-
mot, ezért szamuk éppen (130) = 120.

2.62. a)-b) (3) = 15.

2.63. (}) = 35.

2.64. A tablazatnak 9 fiigglleges és 9 vizszintes osztévonala van. Ezek koziil kell kettot-kettot

valasztani, ezért a téglalapok szama: (g) . (g) = 1296.
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2. Leszamldldsi feladatok Megoldasok

2.65. 56.
2.66. a) 35.

2.67. Legyen a kozépsé jegy t, ekkor t>1. Az els6 jegy lehet t-1 féle, az utolsé jegy pedig t féle,
ezért a valasz 1-242-34-3-4+. .. +8-9=240.

2.68. Felsoroljuk a szam jegyeit monoton névekvé rendben. Mindig a lehetd legkisebbet vessziik
a soron kovetkezd 1épésben. A szamjegyek sorrendjére majd kés6bb tériink vissza.

111, 122, 133, 144, 155, 166, 177, 188, 199,

222, 223, 233, 234, 244, 245, 255, 256, 266, 267, 277, 278, 288, 289, 299,

333, 334, 335, 344, 345, 346, 355, 356, 357, 366, 367, 368, 377, 378, 379, 388, 389, 399,

444, 445, 446, 447, 455, 456, 457, 458, 466, 467, 468, 469, 477, 478, 479, 488, 489, 499,

555, 556, 557, 558, 559, 566, b67, 568, 569, 577, 578, 579, 588, 589, 599,

666, 667, 668, 669, 677, 678, 679, 688, 689, 699

77T, 778, 779, 788, 789, 799

888, 889, 899

999.

Hérom azonos jegy van 9 szamban, pontosan két azonos jegy van 8+474+6-+5+4+3+2+1=36
esetben, harom kiilénb6z6 szam van 34 esetben. A lehetéségek szama tehat 9+3-3646-34=321.

2.69. Vegyiik sorra az esetek a szerint, hogy hanyszor 1épiink kett6t : (g) + (I) + (g) + (g) + (i) =
= 34.

2.70. A feladat visszavezethet6 az elézdre, hiszen a fekvé domindk csak pontosan egymas felett
lehetnek. Az all6 dominé az egy lépcséfoknak, a fekvé dominépar a két 1épcséfoknak felel meg.

2.71. Ha a szadm abc, akkor négy lehetdség van a<b<c, a<b>c, a>b<c, vagy a>b>c. Ezeknél
sorra 7, 8, 9, 8 a lehetdségek szdma, Gsszesen 32.

2.72. a) Gondoljunk magunk elé 8 darab egyest, koztiikk + jelekkel. Ezek koziil néhanyat
bekarikazunk, a bekarikazott + jelek kozti 1-eseket pedig 6sszeadjuk. Pl. 1+14+160101+1+1+
+1=34+1+4. A hét darab eredeti 4 jel koziil mindegyiknél eldénthetjiik, hogy bekarikazzuk-e,
ezért a véalasz 27.

2.73. A szdmjegyek lehetnek nagysig szerint rendezve: 006, 015, 024, 033, 114, 123, 222. A
lehetséges esetek szama az el6z6 sorrendet kovetve: 1, 4, 4, 2, 3, 6, 1, Osszesen 23 ilyen szdm
van.

2.74M.2. 4bra.
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Megoldasok 2. Leszdmldlasi feladatok

2.74. a)-b)-c) Minden csoméponthoz beirjuk, oda hényféleképpen juthatunk el (ldsd a 2.
abrat!). Ezt a szdmot ugy kapjuk, hogy vessziik a bal oldali és az als6 szomszédokon taldl-
haté szdmok 0Osszegét. Ahol ilyen szomszédbdl csak az egyik fajta van, ott azt a szdmot irjuk
tovabb.

2.75. 20.

2.76. A feladat természetesen ugyanaz, mintha az (1, 1)-bél az (5, 3)-ba kéne eljutni. Az (n, k)
szampéarba léphetiink minden olyan (x,y) szamparbdl, amelyre z < nés y < k. Készitiink
egy tablazatot, melyben feltintetjik, mely szampéarba hanyféleképpen juthatunk el, ebbdl le-
olvashaté a vélasz. A 1épések rendszere 200 féle lehet.

n
k 1 2 3 4 5
1 11 2 4 8
8 20 48
3 2 8 26 72 200
2.77.

Be (n)
Be (k)
nfakt =1
kfakt:=1
nminuszk fakt == 1
Ciklus ¢ := 1-t6l n-ig

nfakt == nfakt i
Ciklus 7 := 1-t6l k-ig

kfakt .= kfakt =1
Ciklus i := 1-tél (n — k)-ig

nminuszk fakt := nminuszk faktxi
x = nfakt/(nminuszk fakt  k fakt)
Ki(x)

2.78. a)

(Véletlen négyjegyl nullévaD
I

szam := random(9000) + 1000

Str (szam, sz)
(sz[2] = 0) or (sz[3] =0) or (sz[4] =D)
Ki(sz2)

QL9



2. Leszamldldsi feladatok

Megoldasok

b)

2.79. a)

b)

C(")sszes négyjegyl nullé@
I

Ciklus ¢ := 1000-t6] 9999-ig

(¢ mod 10 = 0) or (¢ mod 100 < 10) or (¢ mod 1000 < 100)

Ki (4)

Véletlen égés

Ciklus i := 1-t6l 5-ig

eg := random

Ki(i.lampa:’)
eg < 0,5
Ki ("ég’) Ki ('Nem ég’)

L2



Megoldasok

2. Leszdmldlasi feladatok

2.80. a)

b)

Osszes égés

Ciklus 1 := 1-t6l 2-ig

Ciklus i2 == 1-t6l 2-ig

Ciklus ¢3 := 1-t6l 2-ig
Ciklus ¢4 := 1-t6l 2-ig

Ciklus 5 := 1-t6l 2-ig
11=1
Ki(‘ég) Ki('Nem ég')
12=1
Ki(ég) Ki ('Nem ég')
13 =1
Ki(‘ég) Ki('Nem ég')
4=1
Ki(ég) Ki ('Nem ég')
D=1
Ki(‘ég) Ki ('Nem ég')
Ki (soremelés)

Legaldbb eggyel
db:=0

Ciklus 7 := 1-t61 1000-ig
(t mod 2 =0) or (i mod 3 =0) or (¢ mod 5 = 0)
db:=db+1

Ki (db)

A



2. Leszamldldsi feladatok Megoldasok

(Pontosan eggyel )

db:=0
Ciklus i := 1-t6] 1000-ig
(¢ mod 2 =0) and (¢ mod 3 # 0) and (i mod 5 # 0)
db:=db+1
(¢ mod 2 # 0) and (¢ mod 3 =0) and (i mod 5 # 0)
db:=db+1
(¢ mod 2 # 0) and (¢ mod 3 # 0) and (i mod 5 = 0)
db:=db+1
Ki (db)
c)
(Pontosan kettéiveD
[
db:=0
Ciklus ¢ := 1-t6l 1000-ig
(¢ mod 6 = 0) and (¢ mod 5 # 0)
db:=db+1
(¢ mod 2 # 0) and (¢ mod 15 = 0)
db:=db+1
(¢ mod 3 # 0) and (¢ mod 10 = 0)
db:=db+1
Ki (db)
2.81.

QR



Megoldasok 2. Leszdmldlasi feladatok
(10000-ig mibdl van tébb)
db:=0 |
Ciklus ¢ := 1-t61 10000-ig
7j:=1
Str (i, sz)
Ciklus amig (sz[j] #'1") és (sz[j] #'0') és (j <=1)
ji=i+1
1<=1
db:=db+1
db > 5000
db = 5000
Ki ("Azokbdl van tobb,
melyekben eléfordul.’) Ki( Ugyan?nnyi Ki ("Azokbodl van tobb,
van beldliik.”)  melyekben nem fordul el6.”)

2.82.

2.83.

Ki('Adj meg egy szdmot! (n > 2)’
Be (n

)
a:=1
b:=1

ci=a-+b

Ciklus i := 4-t6l n-ig

a =

ST



2. Leszamldldsi feladatok Megoldasok

Fibonacci (n)

Ki('Az els§ ennyi Fibonacci
szamot kifrom! (n > 1))

Be (n)

a:=0

b:=1

c:=a+b

Ki('1)

Ki('1")

Ciklus i := 3-t6l n-ig

a:=0b
b:=c
c:=a+b
Ki(c)

2.84.

Keverés

Ciklus i := 1-t6l n-ig

¢ := random(n)

csere 1= vli]

vi] == v[]

v[c] := csere

2.85.

(k db véletlen elem)
[

Ciklus i := 1-t61 k-ig
hely := random(n —i+1) + 1

csere := vlhely]

vlhely] :=v[n — i + 1]

v[n — i+ 1] := csere

Ki ('Kivalasztott elemek:’)
Ciklus 7 = 1-t6] k-ig
v[n —i+1]

7



Megoldasok 3. Leszdmldlasi feladatok (teszt)

3. Leszamlalasi feladatok (teszt)
3.1. C

3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

H 85 » ® =5 = » O

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

> W Q o #B B2 O Q@ » W

3.20.

4. A Pascal-haromszog

4.7. Zokni lemma: Barmely m < n természetes szamok esetén

2 (o) ()

azaz (lasd a 2. dbrat) a Pascal haromszog barmely zokni alaki részében a szaron taldlhaté
szamok Osszege az Ujjakndl taldlhaté szammal egyezik meg.

A Lemma bizonyitasa: Cseréljik ki az Osszeg els6 tagjat, (2)—61: a vele azonos értéki

(m+1 k+1

mi1)-re és hasznaljuk fel rekurzivan a (Tk‘n) +( k)= (it

)+ ()20

QLR

) azonossagot !



4. A Pascal-hdromszdg Megoldasok

4.7M.2. abra.

m+1 m+1 m + 2 m+ 2 m+ 2 m+3
+ = , + = ,
m+1 m m+1 m+1 m m+1

)+ () =G L)+ 6= (050)

A 3. dbran lathatd, ahogy a kezdeti részlettsszegek értéke halad lefelé a Pascal haromszogben.

@g@ ®_0O ®_O @@gCD
©® _© ©® _© ©_©
20
@@ @@ ®@ @@Q

®
@
®_0©
®
@@

@
®
@

©

® ®_O

©_©
©
@

S
® @@
®
@

®

®

®
@

®

4.7M.3. 4bra.

4.27.
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Megoldasok 4. A Pascal-hdromszdg

(Pascal haromszog egyik sora)
I

Ki ("Hanyadik sort {rjam ki?max50/)

Be (n)

Ciklus 7 := 0-t6l 50-ig
uli] :==0

u[l] :=1

Ciklus k := 0-t6l n-ig
Ciklus ¢ := 1-t6l 50-ig
v[i] == uli — 1] 4 i

Ciklus j := 1-tél 50-ig

ulj] := vlj]

Ciklus k := 1-t8l (n + 1)-ig
Ki (v[k])

4.28.
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5. A Pascal-hdromszog (teszt)

Megoldasok

<Pasca1 héromszég)
[

Ki ("Hanyadik sorig {rjam ki?max5

Be (n)

Fori := 0-t6l 50-ig

uli] :==0

u[l] =1

Ciklus k := 0-t6l n-ig

Ciklus ¢ := 1-t6l 50-ig

v[i] == uli — 1] 4 u[i]

Ciklus j := 1-t6l 50-ig

ulj] := vlj]

Ciklus j := 1-t6l (k + 1)-ig

Ki (v[5])

5. A Pascal-haromszog (teszt)

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10. D

5.11. C

5.12.

5.13. A

B

ocsE 8 » » Q QW

B
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Megoldasok 6. A szita-maodszer

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

H » @ O W » =

5.20.

6. A szita-moddszer

6.1. a)8 b) 6.
6.3. 30.

6.4. 9-en zongoraznak és 18-an hegediilnek.

6.5. 2.

6.6. 29.

6.7. 3204-280+4350-60-130=T760.

6.8. 30-19-15-1847+9+10-3=1.

6.11. Halmazabrardl leolvashaté a megoldés:

a) 734 b) 468 c) 1000-34=966 d) 232.
6.12. 320.
6.13. a) 6 b) 36 c) 3" —3-2"+3.

6.14. 9000 —7-8-8-8 = 5416.
6.15. 4680 marad meg.

6.18. Lasd [18][127. fel.].

6.19. Lasd [18][145. fel.].

6.20. 5! —5-41+(3) -3 - (D) - 20+ () - 11— () -0l

6.21. 9! —5-2-81+(5)-22. 71— (D) 2361+ (-2 51— (%) 254l

6.22. 71 —6-6!+ (5) -5 —(§) -4+ (&3 -G -20+ (-1
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7. A szita-mddszer (teszt)

Megoldasok

6.23.

Relativ primes

db:=0
Ciklus 7 := 1-t6l 1200-ig
imod 2 =0
tmod 3 =0
tmod 5 =0
db := db+1

Ki (db)

7. A szita-mddszer (teszt)

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.
7.6.
7.7,
7.8.
7.9.
7.10.
7.11.
7.12.
7.13.
7.14.
7.15.
7.16.
7.17.
7.18.

7.19.

B

Q » W O a » &# »

5 8 0 8B 0 @ » » Q =

[0}23



Megoldasok 8. A skatulyaelv

7.20. C

8. A skatulyaelv

8.1. 38.

8.2. a) 46 b) 41 c) 76 d) 36
e)9

83. a)F=1G=T, b) S=2,G =11
8.4. 37.

8.5. 4.

8.6. Igaz.

8.7. 23241 (Feltételezve, hogy mindenkinek eredetileg szabélyos fogazata volt.)
8.9. Vizsgaljuk a végzodéseket, ezekbol 6 fajta van.

8.11. Max 4-et. Ot prim kézt ugyanis mar biztosan talalhaté harom olyan, melyek dsszege 3-mal
oszthatd. Ez az 6sszeg nem lehet a 3, igy nem lehetne prim.

8.12. A sorok és oszlopok szama Osszesen 10, mig a lehetséges Osszegek értéke -5 és 5 kozott
csak 9 féle lehet.

8.13. Vilasszunk ki két kiilonb6z6 szinli targyat. Ha ezek alakra is kiilonboznek, kész vagyunk.
Ha alakra nem kiilénboznek, akkor van egy alakra téliik kiillonb6zo, s az valamelyiktol szinben
is kiillonbozik.

8.14. a) n=2. 3 szdmunk van ezek koziil kett6 paritdsa megegyezik, ezek Gsszege oszthaté 2-vel.
b) n=3. A szdmok harmas maradékat figyeljiikk. Ha van 0, 1, 2 maradék, akkor ezek Gsszege
megfelel. Ellenkez6 esetben csak kétféle maradék lehet, de akkor valamelyik tipusbél van legalabb
harom, ezek Osszege 3-mal oszthaté.
c) n=4. Az n=2 esetben leirt médon alkothatunk 3 part, melyek Osszege péros, pl 2z, 2y, 2z.
Most alkalmazzuk még egyszer az n=2 esetben leirt algoritmust az x, y, z szdmokra.

8.15. A kockés lapot bontsuk fel 2 x 2-es kis részekre, ezekben legyen a bal alsé négyzet piros, a
jobb alsé fehér a bal fels6 zold, a jobb felsé pedig narancssarga. Valamelyik szinbdl lesz legalabb
10, ezek megfelelnek a feladatnak.

8.17. 102 féle lehet egy ilyen szdmharmas, s végtelen sok szdmharmas van.

8.18. A szamok koziil (%) = 210-féle par készithets. A kiilonbség legfeljebb 69 lehet. Készen is
vagyunk, hiszen 210 > 3 - 69.

8.19. Vilasszuk ki az Osszes lehetséges médon harom szdmot, ez (;) = 35-féle lehet. Tegytik fel,
hogy ezek mindegyikében az Osszeg kisebb 50-nél, akkor mindet 6sszeadva legfeljebb 35 - 49 =
= 1715lehet az eredmény. Minden szdm mellé (g) = 15-féle part valaszthattunk, ezért minden
egyes szam az el6z6 Osszegzésben 15-szor szerepel. Mivel a szamok 0sszege 100, ezért eredményiil
1500-at kellett volna kapnunk. Feltevésiink tehat nem lehetett helyes.

oA



9. A skatulyaelv (teszt) Megoldasok

8.20. Képzeljiik el a 20 szamot a szdmegyenesen és vagjuk fel az egyenest a legkisebb és a
legnagyobb szamnél. Igy kapunk egy 70 egységnél révidebb szakaszt, rajta 18 ponttal. Ha fel-
daraboljuk most e szakaszt is a 18 pontnal végrehajtott vagassal, akkor 19 kis szeletet kapunk.
Allitjuk, hogy e 19 kis szelet kozott van négy egyenls. Valéban, ha minden egész hosszisagbdl
csak legfeljebb harom darabunk lenne, akkor a szeletek 6sszhossza legalabb

1+1+14+24+2+243+34+3+...+6+64+6+7=70
lenne.
8.21. Lasd [17][49. fel.]
8.22. Az 1 egység oldalu szabdlyos haromszog valamelyik két csicsa jo lesz.
8.23. Ehhez elég arra gondolni, hogy a sikon van végtelen sok pont.

8.24. Tekintsiik egy kor 2n-1 pontjat, koziilik legaldbb n azonos szinli. Ezek konvex burka
megfelel6 lesz.

8.25. a) Egy 3 x 7-es pontrics szinezése soran biztosan kialakul ilyen téglalap, ez 21 pontot
jelent.

b) Egy (n+ 1) x (n (”‘2"1) + 1)—es pontracs esetén minden sorban van legaldbb két azonos
szinl pont. Minden sorban kivilasztunk két aazonos szinii pontot és a sor mellé irjuk oda, mely
szin és melyik pontpar. Ezekbdl n illetve (”;1) van, igy a megadott pontracs j6 lesz. Persze ennél
nagyvonaltibbak is lehetiink, ha a pontracsunk mérete (n + 1) x (n"*! +1). Ebben az esetben
lesz két azonosan szinezett sor.

8.26. Ha csak véges sok érték lenne, akknor harom pont koré a lehetséges tavolsagokkal, mint
sugarakkal koroket rajzolunk. Az adott pontok ezen korok koézos pontjaiban lehetnek, viszont
ilyenbol csak véges sok van.

8.29. 10cm x 10cm-es négyzetekre osszuk a céltablat! gy van olyan mezé, amelyre legalabb 2
taldlat esett. (skatulya) Ezek tavolsidga kisebb mint 14,2.

8.30. a) Elképzelhetd, hogy nem, lasd [18][223. fel.].
b) Igaz.

8.31. Osszuk a korlapot 6 egybevagd korcikkre!

8.32. Osszuk fel a négyzetet 25db egybevagd négyzetre, s vizsgaljuk egy ilyen kéré irhatd korét!

Célbalovés

Ciklus 7 := 1-t6l 50-ig
PontXY (random(70)+1, random(70) +1)

8.33.

9. A skatulyaelv (teszt)

9.1. B

[0]=9



Megoldasok 10. Feladatok a sakktdblin

©
b

9.4.

9.5.

9.6.
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9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

9.20.
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9.21.

10. Feladatok a sakktablan

10.1. 64.

10.2. Ha a béastyak kiilonbozéek, akkor 64-49 a vilasz. Amennyiben a két bastya ugyanolyan,
akkor a valasz ennek fele, 32-49.

10.3. 8 elhelyezhetd, példéul az egyik 4tl6 mentén. Ennél tébb nem. Ha ugyanis 8-nal tobb
bastya keriil a tablara, lesz olyan sor, amelybe legalabb 2 keriil, ezek iitik egymast.

10.4. 8!

oA



10. Feladatok a sakktdblin Megoldasok

10.5. a) 32, példdul minden fekete mezére helyezve. Ennél tobbet nem lehet, ugyanis a 64 mez6
32 pérra oszthatd, amelyek a huszar 1épése szerint iitésben vannak.

b) 14, példaul az elsé és utolsé sorban 7-7 futd az al-a7 és h1-h7 mez6kon. 14-nél t6bb nem
helyezhet6 el. Tekintsiik az egyik atléval parhuzamosan futd vonalakat. 15 van, ezek minde-
gyikébe legfeljebb egy futd keriilhet. Ha mindben van egy futd, akkor a masik atlé két végére is
keriilt egy-egy, amik viszont titik egymast.

c) 8. Erre nem konny(i megoldédst taldlni. Gauss is foglalkozott a feladattal, Gsszesen 92
megoldésa van. (Lasd [3][101-106. old.])

10.6. a) n =9 esetén egy megoldés: al, d1, gl, a4, d4, g4, a7, d7, g7;
b) n =5 esetén egy megoldés: €2, g3, d4, 15, c6.

10.7. Gondoljuk meg, milyen egybevagdsig viheti a részeket egymésba. Ha rajoviink a 90 ° -os
forgatasra, akkor mar konnyi a megoldas.

10.8. a) Igen, ehhez elég megadnunk egyetlen kérbejarast.

b) Ha k és n is paratlan, akkor a feladat nem oldhaté meg. A tablat sakktéablaszertien szinezve
minden 1épésben szint valtunk ezért paratlan sok 1épés utan nem érhetiink vissza.

c) A térbeli feladat esetén megadhaté megfelelé korbejaras, ha van péros hosszu él.

10.9. Beugraté kérdés, hiszen a vilasz nagyon egyszerli, harom 1épéssel: c4, d6, e8.
10.10. Nem, mert a két mez6 azonos szin.

10.11. Ha mindkét oldal paratlan, akkor paratlan sok mez6 van a tablan. Ilyenkor a szokéasos
szinezést tekintve nem jarhaté korbe, hiszen minden mésodik lépésben a kiinduladsi mezovel
egyezd szinre 1ép.

A 4x4-es tablan sem lehet ilyen kort tenni. Ha a mez6k a graf csicsai és a 161épéssel elérhetck
kozt fut él, akkor a kozépsd négy mezo elhagyisaval a graf 6 komponensre esik. Ha lenne Hamilton
kor, abbdl négy csiucsot kivéve legfeljebb 4 komponensre eshetne szét a maradék graf.

A 8x8-as tébla bejarhatd, errdl itt olvashatunk bévebben: [3][106-110. old.].

10.12. Nem lehetséges. Gondoljunk a szokésos szinezésre, egyikbdl 12, a mésikbdl 13 van és a
sipsz6 utdn mindegyik szint kell valtson.

10.13. Nem fedhetd. Gondoljunk a szokdsos szinezésre, minden dominé mindkét szinbol egy-egy
mezot fed, mig a két atellenes sarok ugyanolyan szinii.

10.14. Nem fedhetd. A lefedett rész tertlilete harommal oszthaté szédm lehet csak, mig es-
etiinkben 62 mezot kéne fedni.

10.15. Nem fedheté. Legyen a hidnyz6 sarok a jobb fels6. Az 1. 4. 7. oszlopok minden mez6jébe
irjunk 1-est, a 2. 5. 8. oszlopok minden mez6jébe irjunk 2-est. A tébbibe 0-t. Barhogy tesziink le
egy domindét, az 4ltala lefedett szdmok Gsszege hdrommal oszthaté. Igy a teljes fedhetd rész alatt
is harommal oszthaté lesz az 6sszeg. A mi tablank Osszege viszont harommal osztva 1 maradékot
ad. Sok méas megoldés 1étezik.

10.16. Igen, pl a c3 mezdre. Az Osszes ilyen mezonek a megtaldlasat érdemes késébbre hagyni.
10.17.

1. megoldas. Nem lehet lefedni. 2x2-es részekre bontunk és ezeket felvaltva szinezziik fehérre
és feketére. Minden domind két-két mez6t takar mindkét szinbdl, a tablan viszont nem azonos
a fekete és fehér mezok szdma.
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Megoldasok 11. Feladatok a sakktablin (teszt)

2. megoldas. Nem lehet lefedni. Az 1. 5. 9. oszlop mezdibe 1-eseket, a 3. 7. oszlopok mezdibe
3-asokat irunk, a tobbi helyre 0-t. Minden dominé négy szamot takar, melyek Osszege 4-gyel
oszthatd. Az egész tablan viszont az Osszeg 4-es maradéka 2.

3. megoldas. Nem lehet lefedni. Ha egy mez6 az i-dik sor j-dik tagja, akkor legyen ennek a
mezének a szadma i+j 4-es maradéka. Ekkor minden dominé alatt egy-egy 0, 1, 2, 3 fog allni. A
teljes tabldn viszont nem minden szam szerepel 25-szor.

4. megoldas. Nem lehet lefedni. Beszinezziik az egyik 4t16 mentén a mezdket, és vele parhuzamosan
az Osszes atlés vonalban tgy, hogy koztiik mindig 3 4tlés vonal maradjon ki. Ekkor minden dom-
in6 egy szinezett mez6t fed, viszont a tdblan 26 szinezett mezo6 van.

10.18. 5 féle van.

10.19. A téglalap teriilete 20 egység, tehat van paros oldala. Ezért sakktabla szinezés esetén
ugyanannyi fehér és fekete mezo lesz. A domindk kéziil 4 mindig 2-2 fehéret és feketét takar, egy
viszont nem. (Ez a T alaku.)

10.20. 12 fajta van.

10.21. Kirakhat6é mind a 10x6-0s, mind az 5x12-es is.

11. Feladatok a sakktéblan (teszt)
11.1. B

11.2.
11.3.
11.4.
11.5.
11.6.
11.7.

11.8.

G Q"8 » 8 g » Q

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

& a » Q U a »

11.16.
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12. Kombinatorikus geometria Megoldasok

11.17. B
11.18. C
11.19. E
11.20. A

12. Kombinatorikus geometria

12.1. a) 10 b) 15 c) 45 d) ().

12.2. Pl. egy haromszog csucsai, oldalfelezé pontjai és siilypontja.

(n—3)
12.6. =3

12.9. Hat pontot el lehet igy helyezni: egy szabalyos 6tszog és a kozéppontja. Tébbet nem lehet
(vazlatosan): ha felvesziink kettdt, akkor az Osszes tobbi pontnak a felezémerdlegesiikon vagy
azon a két koron kell lennie, amelyek kozéppontja egyikiik és atmegy a masikukon.

12.10. Beugratés kérdés, a didkok sokszor konvex hatszogre gondolnak, ott 6-2=12 a valasz.
Altalanos esetben lehet 36 kozos pont is, ekkor minden oldal minden oldalt metsz (lasd az 1.
abrat!). Persze lehet végtelen sok kozos pont is.

12.10M.1. 4bra.
12.11. Egy egyenest a hétszog oldalai legfeljebb hatszor metszhetnek el. Ha a hatszog minden
oldalat hatszor metszik akkor 36 kozos pont lesz. Persze lehet végtelen sok kézos pont is.

12.12. A 12.11. feladat gondolatmenete alapjan n = 9 esetén legfeljebb 72 metszéspontot
kaphatunk. Ha n=10, akkor lehetséges a 80 metszéspont. (Lasd pl. az 1. abrat!)

12.12M.1. &bra.

12.13. A sokszog egy oldala a kort legfeljebb 2 pontban metszheti, ezért a kdzds pontok szdma
legfeljebb 2n.

(010}



Megoldasok 12. Kombinatorikus geometria

12.14. Minden szakasznak van egy 6t metsz0 parja, ezért a szakaszok szama paros. 4 szakasz
még nem elég, 6 szakasz esetén jé megolddst mutat az alabbi az 1. dbra.)

12.14M.1. &bra.

12.15.

1. megoldas. a) A pontparok csak véges sok irdnyt hatdroznak meg. Tekintsiink egy ezekt6l
kiilonboz6 irdnyt és egy ilyen egyenessel ,soporjiik” végig a sikot (6nmagaval parhuzamosan
toljuk). Erre egyesével keriilnek a pontok, ezért tetszbleges k-t le tudunk véalasztani.

2. megoldas. a) Vegyiink a pontok konvex burkan kiviil egy olyan P pontot, amely nincs rajta
semely két adott pont egyenesén sem. Ezen a ponton at hizzunk egy egyenest és forgassuk P
koril. Ezt is tekinthetjiik egy fajta ,sOprésnek”.

b) Vegyiink egy olyan pontot, ami nincs rajta semely két adott pontpér szakaszfelez6 merSlegesén.
Ha e koré rajzolunk kort, azon az adott pontok koziil legfeljebb egy lehet. A kor sugarat valtoz-
tatva elérhet6 a kivant cél.

12.16. Legyen A az adott pontok konvex burkdanak egyik csicsa. Haladjunk a konvex burok
mentén és az adott pontok koziil A-hoz legkézelebbi legyen B. Az AB egyenes tehat a konvex
burok egyik oldalegyenese és az AB szakaszon nincs tovabbi adott pont. Most tekintsiik az
adott pontok kozil azokat, amelyek nincsenek rajta az AB egyenesen és mindegyiknél nézziik
meg mekkora szogben latszik az AB szakasz. A legnagyobb szog legyen C-nél. (Lehet hogy
egyszerre tobb ilyen pont van, akkor ezek egyike legyen C.) Az ABC haromszog koréirt kore
megfelel6 lesz.

12.17. Jeldlje a pontokat A, B, C', D, E. Ha a pontok konvex burka haromszog feltehet6, hogy
ennek csicsai ABC és a DE egyenes az AB és BC oldalakat metszi. Legyen a BC' egyeneshez
kozelebbi pont E, a tavolabbi D. Ekkor BCD koréirt kore megfelels.

Ha a konvex burok négyszog, legyenek cstucsai ABCD, legyen E az ABD haromszogben. Ha
az ABD Kkoréirt korében nincs benne C, akkor ez a kor jo, ha benne van, akkor BDE koréirt
kore lesz jo.

Ha a konvex burok 6tszog, akkor van olyan csiics, amelyen dthaladé korok egyike sem tartalmaz
az adott pontok koziil 4-et. Legyen ez D, a konvex burkon a mellette levé pont E. Az A, B, C
pontokbdl ekkor paronként kiilonbo6z6 szogekben latszik a DE szakasz. Amelyiknél ezen szogek
koziil a k6zépsé van, az lesz D és E mellett a kort kijelolé pont. A legnagyobb szdgii pont keriil
beliilre, a legkisebb szogli pedig kiviilre.

12.18. Igen, pl legyenek a pontok 1, 2, ..., 6, az élek szinezése pedig: piros 1-6, 2-5, 3-4; kék
2-6, 1-3, 4-5; zold 3-6, 2-4, 1-5; okker 4-6, 3-5, 1-2; narancssarga 5-6, 1-4, 2-3.

12.19. Tekintslink egy olyan egyenest, mely nem parhuzamos semely két pontpar egyenesével.
Ezen egyenessel parhuzamosan osszuk fel a sikot k részre. Az osztovonalak ne menjenek at az
adott pontokon. Ekkor az azonos részekben, sdvokban levé pontokat szinezhetjiik ugyanolyanra.

12.20. Tekintsiink egy metszéspontot. A rajta atmend két egyenesen kiviil még n-2 masik van,
ezek metszéspontjaival mind Ssszekdthetjiik, ez legfeljebb 1 - (3) - (”;2) egyenes, rdaddsul sza-
molnunk kell még az eredeti n egyenest is, a valasz tehét: & - (5) - ("52) + n.
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13. Kombinatorikus geometria (teszt) Megoldasok

12.21. 65. Részletesen lasd [18][177. fel.].

12.22. Ha hirom egyenes paronként vett szogfelez6it tekintjiik azok a haromszog beirt és
hozzairt koreinek metszéspontjait hatarozzak meg, haromszogenként tehat legfeljebb 4 pontot
kaphatunk, ez 4 - (g) = 40. Ha két egyenespar szogfelez6it tekintjiik, akkor ezeknek legfeljebb 4
metszéspontja lehet, tehdt szdmuk 4 - 1 - (g) . (;’) = 60. Hozz4 kell még szamitanunk az eredeti
egyeneseket, igy a valasz 40+60+10=110.

12.23. ().

12.24. Teljes indukciéval megy.

12.26. w + 1. Az n=1, 2, 3 esetek még konnyen &ttekintheték. A tovabbiakban egy 1j
egyenes behtzasaval a keletkezett metszéspontok szamanal eggyel tobb 14j rész keletkezik.

13. Kombinatorikus geometria (teszt)

13.1. A

13.2.
13.3.
13.4.
13.5.
13.6.
13.7.

13.8.

Q o » Q U # w Q

13.9.
13.10. B
13.11.
13.12.
13.13.
13.14.
13.15.
13.16.
13.17.
13.18.

13.19.

5 Q © 8 a » » » 8 49

13.20.
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Megoldasok 14. Jdtékok

14. Jatékok

14.1. a) Kezdeni érdemes és kijelolni a kozépsé mez6t. A tovabbiakban ellenfeliink 1épéseit
tiikrozziik a kozéps6é mezdre.

b) Most a kozépsé két mez6 lefoglaldséval érdemes kezdeni, utdna pedig tikrozni a kozépsé
valasztovonalra.

c) Lasd az a) részben leirt stratégiat.

14.2. Szamozzuk meg a sorokat lentrol felfele, az oszlopokat balrél jobbra 0-tél 7-ig. A bal alsé
mezé szamai (0, 0). Azokba a mez6kbe érdemes 1épni, amelyeknek mindkét szama paros.

14.3. Erdemes visszafele gondolkozni. 49-nél nagyobb, de 100-nél kisebb szdmot nem jé mon-
dani, ezért mi arra torekediink, hogy kimondjuk a 49-et. Ugyanezt a gondolatmenetet ismételve
az altalunk kivalasztott szamok sorban visszafele a 100, 49, 24, 11, 5, 2. Tehat atengedjik a
kezdés jogat és masodikként tudunk nyerni.

14.4. Ebben a jatékban atengedjiik a kezdés jogat. Minden kezdésre megadjuk a valaszlépést,
a kapott helyzetbdl pedig minden alkalommal szimmetrikusan jatszva nyerhetiink. Az egymas
melletti szamok sorban a kupacokban levé kavicsok szamat jelzi: 023-022, 113-110, 103-101,
122-022, 121-101, 120-110.

14.5. Ebben az esetben masodiknak érdemes lenni. Hagyjuk ellenfeliinket kezdeni, majd a 1épése
utan megmaradt ,fej’-ek koziil valasszuk ki a kozéps6t, vagy kozépso kettdt. Innentdl mar sz-
immetrikusan 1épve nyerni fogunk.

14.8. Visszafelé gondolkozunk, az 40 elott a 33-at szeretnénk elérni, el6tte a 26-ot, majd sorban
hetesével 19, 12, 5. Tehat kezdeni érdemes és 5 gyufat elvenni. A tovabbiakban ha ellenfeliink k
gyufat vesz el, akkor mi 7-k gyufat vesziink el és igy nyerni fogunk.

14.9. Visszafelé okoskodva: 100, 90, 80, 71, 62, 53, 44, 35, 30, 23, 20, 14, 11, 5, 2.

14.10. Kezdeni érdemes és egy pénzt pontosan az asztal kdzepére tenni. A tovabbiakban ellen-
feltink 1épéseit tiukrozziik a kézéppontra.

14.11.
1. megoldas. Huzzuk be a leghosszabb atlok egyikét, majd erre tiikrozziik ellenfeliink 1épéseit.

2. megoldas. TetszOleges jatékban kilenc atlét kell behizni, hiszen haromszégekre kell bontani
a sokszoget.

14.12. A kezdOnek érdemes a bal fels6bdl indulé atlé mentén levé mezok kozil a bal felsé
mezovel szomszédosat vilasztani. Ekkor megmarad a bal szél és a legfels6 sor. Ellenfeliink 1épéseit
tiikrozhetjiik a bal felsé mez6bdl induléd atlora.

14.13. Harom péaronként kitéré él minden lapbdl tartalmaz csiicsot. A kocka 12 éle felbonthaté
négy csoportba gy, hogy a csoporokban 3-3 paronként kitéro él legyen. Igy a skatulya elv
szerint kezdo elsé 1épése utan masodik beszinezhet harom kitér6 élt, igy dontetlenre mentheti a
jatszmat.

14.14. Ha kezdé kijeloli az 1. abran feltiintetett haromszoget, akkor a tovabbiakban tiikrézheti
ellenfelének 1épéseit a 8 hosszu oldalakra merdleges szimmetriatengelyre.

14.15. Igen. Kezdetben 47, 48, ..., 55 szamokat veszi el, majd ellenfele 1épését kiegésziti gy,
hogy az elvett szamok kozott mindegyiknek a parja is szerepeljen a (k, 55— k) parositas alapjan.
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15. Jatékok (teszt) Megoldasok

14.14M.1. é4bra.

14.16. Maésodiknak érdemes lenni. Az elsd jatékos paratlan sok kavicsot vehet csak el, meg-
marad m kavics, ezért mi elvehetiink (m — 2) kavicsot és igy marad 2. Ebbdl egyet vesz az
ellenfél, az utolsét pedig mi.

Ha a kiindulési kavicsok szama 1-nél nagyobb paratlan szam, akkor kezdeni érdemes, kettd
kavicsot hagyunk az asztalon.

14.17. Keressiik a nyerd helyeket! ( rdk médszer )

14.18. Kezd6 nem nyerhet. Méasodik mindig a Kezd6 altal mondottnél eggyel nagyobb szé-
mot, tehat egy szomszédot valaszt, ha lehet, kiilonben az eggyel kisebbet, ha azt sem lehet,
akkor barmit. Masodik akkor nyerhet, ha meghatarozzak a jaték végét, pl. idében vagy a téabla
méretével.

14.19. Kezdeni kell és a 12-bdl elvenni 4-et. Innentdl kezdve a két kupac kozé képzeljiink egy
tiikortengelyt és erre tiikkrozziik ellenfeliink 1épéseit.

14.20. A kavicsok szama mindig eggyel csokken, ezért csak azon mulik a jaték, hogy kezdetben
paros, vagy paratlan a kavicsok szama. Esetiinkben paratlan, ezért kezdeni érdemes.

14.21. Kezdiink és a paratlan kavicsot tartalmazé kupacokbdl elvesziink mindegyikbdl egyet.
A tovabbiakban is ezen stratégiat kovetve jatszunk. Ha kezdetben minden kupacban paros sok
kavics van, akkor atengedjiik a kezdés jogat.

14.22. Kezdeni érdemes, a kéket a 9-re tenni. Most ellenfeliink z-re mozditja a pirosat, mi pedig
(x + 1)-re a kéket.

15. Jatékok (teszt)

15.1. A
15.2. D
15.3. E
154. A
15.5. E
15.6. B
15.7. C
15.8. D
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Megoldasok 16. A teljes indukcio

15.9. C
15.10.
15.11.
15.12.
15.13.
15.14.
15.15.
15.16.
15.17.
15.18.

15.19.

o » 88 Q » O » = 8 O »

15.20.

16. A teljes indukci6

16.1. A tanités el se kezdddik, hiszen az elsé nap elmarad, ezért az utdna koévetkez6 nap lesz
az els6, aminek ezért el kell maradnia és igy tovabb.

16.2. Rezs6 megfigyelése nem lehet igaz, hiszen a gondolatmenetet elég sokszor alkalmazva
Rezs6 akéar a Holdat is dtugorhatna. Ez pedig legutébb a mesebeli tehénnek sikeriilt.

16.3. Egy négyzetet kozépvonalaival 4 négyzetre konny felvagni. Ha a meglevé darabok koziil
egyet tovabb bontunk, akkor a felbontdsban a darabok szama 3-mal né. Ilyen médon minden
4 + 3k alakt szam esetén van megfeleld felbontas, azaz 10-re is. Keressiink felbontast 6-ra és
8-ra. Ekkor minden 6 + 3k és 8 4+ 3k alakt szamra is van megfelel6 felbontas az imént leirtak
szerint. Nincs felbontéds a 2, 3, 5 szamokra.

16.4. Egy haromszoget kozépvonalaival 4 hozzd hasonléra vaghatunk. A meglevé haromszogek
koziil barmelyiket igy tovabb vagva a haromszogek szdma 3-mal né. Ilyen médon minden 443k
alakl szam esetén van megfelel¢ felbontas. Keressiink felbontast 6-ra és 8-ra. Ekkor minden
6 + 3k és 8 + 3k alaki szamra is van megfelel6 felbontas az imént leirtak szerint. Nincs felbontas
a 2, 3, 5 szamokra.

Maés gondolatmenetet is kévethetiink: Vegyiink nagyon sok egybevagd kis hdromszoget. Az
egyikhez hozzéillesztve 3 masikat kapjuk az el6z6 megoldas kezdd 1épésének felbontdsat. Ehhez
a nagy haromszoghoz 5 masikat illesztve kapunk egy masik felbontast. Ez 6sszesen 9 kis harom-
szog, de gondolhatjuk gy is, hogy 1 nagyobb és 6t kicsi, azaz 6sszesen 6. Ehhez hozzaépithetiink
7 kis hédromszoget és igy tovabb. Ezzel a médszerrel minden 1 + (2k + 1) alakd szdmra kapunk
felbontast. Ezt a mddszert még ki kell egésziteniink a paratlan szdmokra valé felbontassal. Ezt
érdemes a 7-tel kezdeni.

16.6. Ha csak egy egyenest huztunk, a szinezés egyszeri, a két félsik legyen kiillénb6z6 szind.
Tegyiik fel, hogy van egy j6 szinezésiink és behizunk egy 14j egyenest. Ennek egyik oldaldn
minden tartoméanynak véaltoztassuk meg a szinét.
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16. A teljes indukcio Megoldasok

16.7. Ha csak két versenyz6 van, akkor 0k persze beallhatnak igy. Ha mar van egy megfeleld
libasor, és érkezik egy 1ij ember, 6t is be lehet allitani a libasorba. Nézze meg kiket vert meg és
koziilik ki az els6, majd alljon be kozvetlentil ezen ember elé. Ha mindenkitél kikapott, akkor
pedig alljon a sor végére.

16.8. a) A 3216745 megfelel6 sorrend. Az n = 1,2,5 szdmok kivételével mindig van megfelels
sorrend ez felépithetd a 321 és a 3412 alapjdn, hiszen minden 5-nél nagyobb szam el6all 3s + 4¢
alakban.

b) n = 123 és 7-re nincs megoldas. Az n = 4,5, 6-ot oldjuk meg, majd minden tovabbi szdm
el6all 4r + bs + 6t alakban.

16.9. Sok meggondolas van, most az indukciésat tekintjik: n = 0,1, 2,3 esetekben rendre 1, 2,
4, 8. sejtéstuink, hogy 2". A sejtés kezdetben igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz. Ennek segitségével
megmutatjuk, hogy n + l-re is igaz. Az n + 1 elemili halmaznak legyen egy eleme z. Az olyan
részhalmazok szama, melyekben x nincs benne az indukcids feltétel szerint 2". Ezekhez minde-
gyikhez hozzavéve x-et, megkapjuk az x-et tartalmazé részhalmazokat. Osszesen 27427 = 27+1,

16.10. Az Allitast érdemes n = 1,2, 3 esetén kozvetlenill igazolni, pl. a megfelelé részhalmazok
felsorolasaval. Ha az allitas igaz n-re, akkor vegyilink most hozza a halmazhoz egy 1j elemet,
z-et. Az x-et nem tartalmazé részhalmazokra igaz az allitas. Mindegyikhez hozzavéve x-et azt
kapjuk, hogy az z-et tartalmazo részhalmazokra is igaz, ekkor viszont az Osszesre is.

16.11. Agz tres halmazra igaz az allités. (Erdemes kozvetlentil ellendrizni az egy és kételemtire
is, de nem feltétleniil szitkséges.) Az indukciés 1épéshez a részhalmazokat a sorrend megtartisa
mellett zsufoljuk 6ssze a kor egyik felére, majd tiikrozziik 6ket a masik félre. A tiikorképekhez
mindegyikhez hozzavessziik az 1j elemet.

- VIR . . P . P . -1 .
16.12. Erdemes felirni kis n-ek esetén az Osszeget, igy megsejthetd, hogy a vdlasz “5=. Bi-

zonyitas torténhet teljes indukcidval. Ha n + 1-re 1épiink, a meglevd %—hez hozzajon ennek
n%rl—szerese, amikor minden nevez6be beirjuk még szorzénak az 1j elemet, és hozzdjon még
maga az n%q Igy kapjuk sejtésiink igazoldsat:

n—1 n—1 1

n
2 +2(n+1)+n+1_§'

16.13. Kevés csipesz esetén pl. a 3 nyilvan jé megoldas. Viszont ha k jo megoldas, akkor 2k-1 is
az, hiszen a kozépso csipesz mindkét oldalan ugyanaz az algoritmus miikodik, viszont a k6zépso
csipeszt csak egyszer kell szamolni. Ezért a sziikséges csipeszek szama 2™ — 1.

16.15. n = 4 esetén a holgyeket megszamozva a kovetkezd hivasok megfelelok: 1-2, 3-4, 1-3,
2-4. (Erdemes meggondolni, hogy 3 hivds miért nem elég.) Az indukcids lépésben eggyel néveljiik
a holgyek és kettével a hivasok szamat. Az Gj holgy telefondl valakinek, azutan a régi holgyek
egymast kozt lebonyolitjak a megszokott rendben a hivasokat, végiil az 1j holgy tjra felhiv
valakit.

16.16. k£ = 1 esetén az 1 és 3 kivilasztasa megfeleld. Indukcids 1épés: ha i kivalasztott szam
k-ra, akkor i és i + 2 - 3F is kivalasztott lesz k + 1 esetén. Igy a kivilasztott szamok szama
megduplazédott. Ellenérizni kell, hogy ez a rendszer is jo!

16.17. a) A 2, 4 és 6 nem irhaté fel. 8=4+4, 10=6+4. A tovdbbiakban minden szam felirhato.
Ha ugyanis n ketténél nagyobb péros szam, akkor osszetett, ezért (n+4)-nek jé felbontédsa lesz
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Megoldasok 17. A teljes indukcid (teszt)

az n és 4 Osszegeként vald elGallitas. A 8 és 10 kezd6Slépésrél indulva ezek alapjan minden tovabbi
paros szam felirhaté a kivant médon.
b) Beugrat6 kérdés, egyik sem irhaté fel igy.

16.18. Teljes indukcidéval torténhet a bizonyitds. (Mindharomra van mas modszer is!)

16.19. Teljes indukciéval torténhet a bizonyitas.

17. A teljes indukcié (teszt)
17.1. C

17.2. B

17.3.
17.4.
17.5.
17.6.
17.7.

17.8.

w o # » Q » O

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

17.17.

17.18.

17.19.

2 O Q 0 » O a W » aQ U

17.20.

18. Grafok

18.1. Lasd [17][2. fel.]

18.2. Lésd [17][42. fel]
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19. Grifok (teszt) Megoldasok

18.3. Igaz.

18.10. a) Nyilvan nincs ilyen egyszerd graf, hiszen egy hatponti egyszerti grafban minden pont
foka legfeljebb 6t lehet. De nincs ilyen nem-egyszerii graf sem, hiszen a fokszamok Gsszege 21,
paratlan.

b) Egyszerii grafot keresiink. Erdemes inkdbb azt nézni, hogy hdny ponttal nincs dsszekdtve
egy-egy pont. A hetedfokd pontok egy-egy ponttal nincsenek Gsszekdtve. A hatodfoktak két-
két ponttal, az 6todfoktiak harom-harom ponttal nincsenek Osszekotve. Elég tehat egy olyan
kilencpontt egyszeri grafot konstrualnunk, amelyben harom-harom pont foka rendre egy, ketto
és harom. Ilyet viszont nem nehéz: vesziink két ,haromszoget” (hdrom pontbdl allé klikket),
majd az egyik haromszog minden pontjardl ,lelégatunk” egy-egy tovabbi élt.

18.19. a) Nincs ilyen graf.
b) két ilyen graf van.

18.21. Lésd [17][19. fel]
18.22. Lésd [17][90. fel]

18.23. Lésd [18][224. fel]

19. Grafok (teszt)
19.1. C

19.2.
19.3.
19.4.
19.5.
19.6.
19.7.

19.8.

@ o #@ Q 0 o o »

19.9.

19.10.

19.11.

19.12.

19.13.

19.14.

19.15.

19.16.

O 55 U wW O » O H

19.17.
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Megoldasok 20. Vegyes feladatok

19.18. E
19.19. C
19.20. C

20. Vegyes feladatok

20.1. a) 15 nem oszthaté hattal, igy valamit ,triikkézni” kell. Egyfajta triikk lehetséges: ha
csucsra teszlink pontot, akkor az mindkét oldalon szamit!

A pontok szdma 15. Ha osszeadjuk az egyes oldalakon talalhatd pontok szamat, akkor 15
helyett 18-at vagy 24-et vagy 30-at stb. kellene kapjunk, ha minden oldalon ugyanannyi pont
van. Ha egy pontot nem az oldalra, hanem a csticsra tesziink, akkor igy kétszer is beleszamoljuk az
osszegbe, tehat a pontok széma az osszegben igy 15 helyett mar 16 lesz. Igy 3 pontot kell csticsra
tennilink, hogy megkapjuk a 18-as 6sszeget. 24-es vagy nagyobb Osszeget nem is kaphatunk, mert
ehhez mar 9 vagy tobb pontot kellene csiicsra tenniink, de csak 6 cstics van.

Innen mar kénnyen taldlhatunk megoldést.

20.3. Eredmény: Kezd6 mindkét jatékot meg tudja nyerni, ha tigyes.
Csoportositsuk a szamokat igy:

(3,6,9) (1,2) (45 (7,8).

Kezd6 véalasszon az els6 csoportbdl egy szamot, és rakjon elé tetszoleges el6jelet. Ezutan barme-
lyik szamot valassza is Masodik, Kezd6 ugyanannak a csoportnak a mésik elemét valasztja ki.
A (3,6,9) csoport szdmaival mindegy, hogy mit csindlnak. A mésik harom csoport esetén Kezdé
kétszer ugyanazt az el8jelet vdlasztja, mint Masodik tette, igy a +(1+2) = £3, +£(4+5) = +9,
+(7+8) = £15 hdrommal oszthato részosszegekbél kett6hoz juthatnak, egyszer pedig ellenkez6
elojelet valaszt, igy biztos nem lesz harommal oszthatd a teljes Gsszeg.

b) A forditott jatékban Kezd6 majdnem ugyanigy jar el, mindig ugyanabbdl a csoportbél
valaszt, mint Masodik, de most kivétel nélkil mindig ugyanolyan eldjelet is ad, mint el6tte
Miasodik tette. Igy minden részosszeg, tehat a teljes dsszeg is oszthaté lesz hdrommal.

20.17. 1., 2.,és 3. megoldésandl arra hivatkozhatunk, hogy egy grafban a paratlan foku csiicsok
szama pAaros.

20.18. Nem.

20.19. 77-1991 pératlan, ezért nem lehet.
20.20. Nem. 8-12 = 112, mig az 6sszes csak 108.
20.21. Vizsgaljuk az 6sszeget!

20.25. Valasszuk ki a legkisebbet!

20.26. Nem.

20.27. Nem. Ha a 100-bé¢l egy kivalasztottra ez menne, akkor a tobbi 99 diszjunkt parokba
lenne oszthato.

20.29. Lésd [17][14. fel.].

20.42. 51-féleképpen. Szépen le lehet rajzolni az ehhez tartozé fat.
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20. Vegyes feladatok Megoldasok

20.43. 6666-+666,64-66,66=7399,26
20.48. Nem lehet, ugyanis paratlan sok paratlan szam Osszege paratlan, mig az 1000 paros.

20.49. Nem lehet. A szorzatot figyelve kideriil, hogy a szamok kozott csak egy péaros lehet,
hiszen a 10-ben a kettes primtényezé csak egyszer szerepel. Ezek szerint a tovabbi kilenc szam
paratlan, viszont ekkor az 6sszegiik paratlan lesz.

20.50. Beugraté kérdés! Ha a poharakat egymaésba tessziik és a legbelsébe az 6sszes kock-
acukrot, akkor a 15 kockacukor benne lesz mindegyikben.

20.51. Koz6s nevezdre hozas utdn a szamldléban 100 darab paratlan szam Osszege van, ami
paros, mig a nevez6 paratlan. Nem lehet az Osszeg 1.

20.52. Nem lehet, mivel a szamok Gsszege paratlan.
20.53. A szorzatuk negativ.

20.54. Ilyen szam nincs, ugyanis ha a jegyek Osszege 9, akkor a szdm oszthatd 9-cel, tehat a
kétszerese is 9 tobbese. Ekkor a jegyeinek 6sszegét is osztania kellene a 9-nek.

20.55. Ha a jegyek azonosak, akkor ugyanaz a kilences maradék, de ekkor a kiilonbség 9-cel
oszthatonak kell lennie. A feladatban leirt kiilonbség viszont nem oszthaté 9-cel.

20.56. Nem irhato fel. Mindkét szamnak nem lehet a kilences maradéka 1. Ha a kisebb szdmnal
a maradék 1, akkor a kétszeresében 2.

20.57. Nincs, mivel az 6sszeg nem oszthatd 4-gyel, mig a kéttagi 6sszegekben mind az 6t szamot
pontosan négyszer vesziink.

20.59. Nem érheté el. A kékek szdma minden lépés utdn paros.

20.60. A bananok szama mindig 0-val, vagy 2-vel csékken, ezért banan marad a végén.
20.64. Lésd [8].

20.65. Lasd [8].

20.71. Tekintsiink egyetlen mesterséges bolygdt, ami latszik beldle a Foldon azt fessiik pirosra,
ami nem latszik azt fessiik kékre. A kék rész legalabb a Fold fele. Ha az eljarast megismételjiik
akkor lesz a Foldnek olyan pontja, amit legalabb 18-szor festettiink kékre, hiszen 36-szor legaldbb
a fele bekékiilt.

20.73. Lésd [17][79. fel]

20.74. Legyen az egyes dobozokban levé gyufak szama di,do, ..., dsy. Tekintsiik a kovetkezd
szamok 20-as maradékait:

Di=dy, Dy=dy+dy, Ds=di+do+ds, ..., Dog=di+ds+ ...+ do. (1)

(1)D1:d1, Dy=dy+dy, D3=dy+dy+ds, ..., Dgg=dy+ds+..+dy.

Amennyiben D; és Djmegegyezik, akkor d;11 + diy2 + ... + djértéke éppen 20 lesz, ezen skat-
ulydkat lehet valasztani. Sajnos ez a jol ismert gondolatmenet nem miikédik, ha a D;szamok
paronként kiilonb6zok. Tobb lehet6ség is van a bizonyitas befejezésére, tekintsiik a kovetkezot.
Ha minden dobozban ugyanannyi gyufa van, akkor barmelyik tiz dobozt valaszthatjuk. Ellenkezo
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Megoldasok 20. Vegyes feladatok

esetben van két doboz, melyekben kiilonbo6z6 szamu gyufa van, legyenek ezek dq és do. Ha a két
doboz sorszamat megvaltoztatjuk, az az 1. egyenletben csak a Dy szam fog megvaltozni és most
mar miikodik a kiindulési gondolatmenetiink.

20.75. Lasd [17][48. fel.].
20.78. Lésd [17][116. fel].
20.79.

1. megoldas. Az n-edik atlé olyan szorzatokat tartalmaz, amelyben a két tényezd Osszege
(n+1):

an:ikrml— zn: k(n+1) (n+1)zn:k—zn:k2:
k=1 k=1 k=1 k=1
—(nt1) ( 1) (n+1)(2n+1)’

6

ahol felhasznaltuk az elsé n pozitiv egész Osszegére, illetve az els6 n pozitiv négyzetszam Gsszegére
vonatkozo6 jol ismert képleteket. Egyszeriibb alakot kapunk ha a két tényezobdl kiemeljik az
n(n + 1) szorzatot és kézos nevezére hozunk:

3(n+1) (2n+1)> _ n(n+1)(n+2). 1)

an:n(n+1)< 5 - 5 .

2. megoldas. Zokni
Haladjunk atlérél atléra (lasd a 2. abrat)!

.......... s e e

1 2 3 4 5
11 44444 l 213 ....... 415

. 2 4 6 8 10
11 {{{{{ l 213 ...... l415

NI i) 1215

S 11 44444 | 2131415

AN
o

20.79M2.2. 4bra.

A masodik atléban a szdmok rendre 1-gyel illetve 2-vel nagyobbak a folottiik — az el6zé atléban
— 4116 szamnal. A harmadik atléban rendre 1, 2 és 3 a differencia stb. A tovabbi gondolatmenet
leolvashat6 az aldbbi elrendezésb6l, amelyben az sszegzések a ,zoknin” (lasd a 4.7. feladatot)
alapulnak.
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20. Vegyes feladatok Megoldasok

w =1 = ()=

ay =ar+(1+2) —a+(M+Q@) =
3+ ) — ()
a3 =ax+ (14+2+3) :a2+((})+(f)+@)):

o mant (4244 =a+ (O + O+ () =

3. megoldas. Kombinatorikai értelmezés

A 20.79M1., 20.79M2. megoldasokban kapott végeredménynek, az (";2)—nak 6nallé jelentése
van: azt mondja meg hanyféleképpen valaszthaté ki (n + 2) objektumbdl hédrom. Szeretnénk
megérteni miképpen kapcsolédik ez a jelentés a feladathoz.

Vélasszunk ki az 1, 2, ..., (n+2) szdmokbdl harmat gy, hogy eldszor koziilikk a nagysdgrendi
sorrendben kozépsét valasztjuk ki!

A k6zéps6 szam értéke 2 és n 4 1 kozotti egész szam lehet. Ha ez a kozépso érték (k+ 1), ahol
1 <k < n, akkor a legkisebb szam k-féle, a legnagyobb szdm pedig (n +2) — (k+1)=n+1—
— k-féle lehet, tehdt k- (n + 1 — k)-féleképpen lehet a (k 4 1) szdm a ko6zéps6. A k- (n+ 1 — k)
alaki szorzatok (ahol most n rogzitett és k fut 1-tél n-ig) épp a szorzétébla n-edik atldjanak
elemei. A szorzétdbla n-edik atldjaban all6 szamok tehat azt fejezik ki, hogy hanyféleképpen
valaszthatunk ki az els6 (n + 2) pozitiv egészb6l harmat, ha a kozépso rogzitett. Az atléban &allé
szamok Osszege pedig kiadja azt Osszes lehetdséget, ahanyféleképpen harom szam kivalaszthatd
(n + 2)-bél.

20.80. Lasd [18][135. fel.].

20.81. Modellt alkotunk: n hosszi perforalt szalagot akarunk szétosztani, tehat n — 1 helyen

téphetiink és k — 1 helyen tépniink kell. Igy az 4ltalanos formula: < Z: i ) .

20.82. Visszavezetjiik a 20.81. feladatra: van harom forintunk és 10 gyerekiink. A gyerekek
lesznek a szamjegyek. Minden jegybdl annyi lesz, ahany forintot kapott a megfelel6 gyerek. A je-

3+10-1 )_

gyek ismeretében mér egyértelmi a szam. A 000-t ki kell zdrnunk, ezért a vilasz: 10 — 1

—1=219

20.84. Lasd [18][195. fel].
20.85. Lésd [18][132. fel.].
20.86. Lésd [18][149. fel.].
20.87. Lésd [18][160. fel.].

20.88. Lasd [18][163. fel.].



Megoldasok 20. Vegyes feladatok

20.89. Lésd [18][170. fel.].
20.90. Lésd [18][185. fel.].
20.91.

Rekord kartyalap

21N : Sszoveg

szam : szoveg

v : kartyalapok vektora

Ciklus j := 1-t6l 32-ig
Ki (Add meg a kovetkezd lap szinét!”)
Be (v[j].szin)

Ki ('Add meg ennek a lapnak a szamét

~
~—

Be (v[j].szam)

Ciklus 7 := 1-t6l 32-ig

¢ := random(32)

csere := vli]

vi] == v[]

v[c] := csere
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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